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Vorwort. 



Dieser Abriss soll eine kurze Uebersicht über die 
fundamentalen Eigenschaften der Thetafunctionen einer 
Veränderlichen und ihrer wichtigsten Darstellungen 
denen in die Hand geben, welche eine grössere Vor- 
lesung über elliptische Functionen hören. Hierzu ist 
eine gewisse Kenntniss der Theorie der Functionen 
einer conq)lexen Veränderlichen unentbehrlich, welche 
deshalb der Theorie der Thetafunctionen vorauf- 
geschickt wird. 

Die wesentlichste Aenderung, welche diese zweite 
Auflage erfahren hat, ist die, dass die Untersuchungen 
über die Fourier'sche Reihe daraus entfernt sind, und 
dafür eine Theorie der doppelt -periodischen Functio- 
nen, welche zu den eindeutigen gehören, eingefügt ist, 
welche für das Verständniss der Eigenschaften der 
Thetafunctionen bei weitem wichtiger ist. Die mög- 
lichen Unstetigkeiten der Functionen einer und zweier 
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Veränderlichen sind eingehend nntersucht, und die 
elliptischen Functionen sind mehr als früher berück- 
sichtigt. 



Halle, im December 1872. 



J. Thomae. 
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Theorie der complexen Functionen. 



Die co mplex en Zahlen, d. h. die Zahlen x von der Form y+2/, 
worin / = y — 1 ist und y und z reelle Zahlen sind, bilden ein 
stetiges Grössengebiet von zwei Ausdehnungen. Ebenso bilden 
die Puncte einer Ebene ein stetiges Grössengebiet von zwei Aus- 
dehnungen. Man ist deshalb im Stande, mit Gauss die com- 
plexen Zahlen auf die Puncte einer Ebene — wie jeder andern 
zweifachen stetigen Mannigfaltigkeit — zu beziehen, so dass jeder 
Punct der Ebene als Träger einer complexen Zahl angesehen wird. 
Die Beziehung der Zalilen und Punkte auf einander wird am ein- 
fachsten dadurch hergestellt, dass man den durch die rechtwink- 
ligen Ooordinaten y (Abscisse) und z (Ordinate) bestimmten Punct 
zum Träger der complexen Zahl x = y'\'Zl macht. 

Nennt man die Strecke oder den 
Radiusvector r vom Anfangspunct 
der Coordinaten bis zu dem Träger 
der Zahl x — durch dieselbe Ein- 
heit als die Coordinaten y, z ge- 
messen — den absoluten Betrag von 
'^ Xj und bezeichnet ihn ab8(a:)^ und 
den Winkel ^, den dieser Radius- 
vector mit der positiven y-Achse 
macht) den Winkel der Zahl, und 
bezeichnet ihn mit l.{x\ so kann 

Thomat, Theorie d. cotnpl FuncL 9, Aufi. 1 
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ebenso, wie der Träger der Zahl x dnrch die Polarcoordinaten 
r und ^, die Zahl x selbst durch ihren absoluten Betrag und 
ihren Winkel bestimmt werden. Da nämlich 

2/ = rcos^, 2: = rsin^ 
ist; so folgt: 

X = y-\-zi = r (cos ö- + «' sin ^) = r . e^*. 
Umgekehrt drücken sich auch absoluter Betrag und Winkel leicht 
durch den reellen und imaginären Bestandtheil der Zahl x^ also 
durch y und z aus. Es ist nämlich 



abs(a;) = r «= ^Jy^+z'^^ L.{,x) = ö- = arc tg— , 

worin das Wurzelzeichen stets positiv zu nehmen, der Winkel aber 
in dem Quadranten zu nehmen ist, in welchem die Zahl x liegt 

Wir erinnern an dieser Stelle an die bekannten Sätze, dass 
das Produkt zweier complexen Zahlen das Produkt ihrer absoluten 
Beträge zum absoluten Betrag, die Summe ihrer Winkel zum 
Winkel hat, und dass der Quotient zweier Zahlen den Quotienten der 
absoluten Beträge zum absoluten Betrag, die Differenz der Winkel 
zum Winkel hat, welche Sätze aus der Gleichung x == re^ un- 
mittelbar folgen. 

In Zeichen: 
absCa.a') = abs(a).absa', L.{aa') = l-{a)-\- L.[ß\ 

Hätte man die Absicht eine Theorie der Exponential- und 
Kreisfunctionen als Functionen einer complexen Veränderlichen zu 
entwickeln, so dttrfte man cos ^ + « sin ö- nicht durch fr^ ersetzen, 
und müsftte cos^ und sin^ als die Katheten eines rechtwinkligen 
Dreiecks mit der Hypotenuse 1 und dein Winkel %- ansehen. 
Hier wird jedoch die Erweiterung jener Functionen für complexe 
Veränderliche als bekannt vorausgesetzt, und es werden nur der 
Analogie halber mit höheren Transcendenten hier und da Eigen- 
gchaflen derselben entwickelt Eben deshalb ist auch ^ hier als 
«ine Zahl, als die Masszahl der Länge eines Kreisbogens, und 
nicht als ein in Graden ausgedrückter Winkel aufzufassen. 

Wir erinnern ferner an den Satz: Ist a = a+/9? die Summe 
aw^ier complexen Zahlen a' = a^+ß% a" = a'^+ß% so ist stets 

abs (a) ^ abs («0 + abs (a'O« 
Stellt man sich nämlich die Zahlen a, a^, a^^ graphisch dar, wie 
dies in nachstehender Figur geschieht, und zieht von a^^ eine 
ParÄÜdte zur y- Achse bis zum Ti'äger der Zahl a''+a', so sind 
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(a', a"+a', a) und (o, «', aO cangruente Dreiecke, und demnaeb 
die Strecke a''a == oaf gleich abs («') = r'. Ferner ist iwx" ^^ 
aba(a'0 = ^"> ö« = abs(a) = r. Also bilden r, r', r" ein Dreieck, 
und da immer zwei Seiten eines Dreiecks zusammen grösser ab 
die dritte sind, so ist absC«) < absC«') + abs(a")j wenn nicht at 
und a" gleiche Winkel (in gleichem Quadranten) haben, in welchem 
Falle abs (a) = abs («') + abs (a") ist 

Die Differenz a zweier complexen Zahlen, af und a" hat die 
Strecke zwischen den Trägern der beiden Zahlen zum absoluten 
Betrage, und den Winkel, welchen diese vom Subtrahendus zum 
Minuendus~ hin gerichtete Strecke mit der positiven y- Achse macht 
zum Winkel. 

SteUt man nämüch die Zahlen af =^a'^^'%, a" -= a"+i9"i 
und deren Differenz al'—af^==a^= a+ßi graphisch dar, so sind 

die Dreiecke (a', a'— a", a'O 
und {Oj a, a) congruent, ^nd 
demnach abs(ä) =5= r «s* 
(«', a"), und es ist (o, a) in 
gleichem Sinne parallel {ofyOf^ 
also der Winkel, den die Zahl 
a besitzt, derselbe als der, 
welchen die Strecke (a', a") 
mit der positiven j^-Achse macht. 

Die hier angewandte Repräsentation der complexen Zahlen 
durch die Puncte einer Ebene gewährt manche Bequemlichkeiten 
namentlich bei Bestimmung von Zahlengebieten und für die Ter- 
minologie. So ist eine stetige einfach ausgedehnte Zahlenreihe 
durch eine irgendwie gegebene Curve, deren Puncte die Träger 
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jener Zahlen sind, ausreichend bestimmt. Oder, es wird durch ein 
. aus der Ebene ausgeschnittenes Stück ein zweifach ausgedehntes, 
begrenztes Zahlengebiet genau definirt. Z. B. durch einen um 
den Anfangspunct der Coordinaten mit dem Radius a geschlagenen 
Kreis wird ein Zahlengebiet abgegrenzt, welches analytisch durch 
die Bedingung abs {x) < a gegeben ist. Es ist für manche Unter- 
suchungen wichtig, solche aus der Ebene geschnittene Stücke in 
Bezug auf die Ordnung ihres Zusammenhanges zu charakterisiren,* 
was zuerst Riemann gethan hat. 

Zusammenhängend heissen aus einer Ebene geschnittene Theile^ 
wenn sie ein Stück bilden, so dass man von jedem Puncte darin 
zu jedem andern gelangen kann, ohne die Begrenzung zu über- 
schreiten. 

Einfach zusammenhängend heist ein zusammenhängendes 
Stück der Ebene, wenn es durch jeden Querschnitt, d. h. eine 
zwei Puncte der Begrenzung verbindende oder in sich zurück- 
laufende Linie, in getrennte nicht zusammenhängende Stücke zer- 
legt wird. 

Zweifach zusammenhängend heisst ein zusammen- 
hängendes Stück der Ebene, wenn es durch einen Querschnitt in 
ein einfach zusammenhängendes Stück zerlegt werden kann. 

In mehrfach zusammenhängenden Stücken sind mehr nicht 
zerstückende Querschnitte möglich. 

Einfach zusammenhängend ist z. B. die Fläche einer Ellipse, 
Zweifach zusammenhängend das ringförmige Stück zwischen zwei 
concentrischen Kreisen. Verbindet man die beiden Kreise durch 
eine Gerade, und rechnet die beiden Ufer derselben der Be- 
grenzung hinzu, so ist das Stück einfach zusammenhängend. 

Die Begrenzung eines einfach zmammenhängendeti Stückes 
besteht am einem einzigen continuirlichen Zuge, 





Bestände sie nämlich aus getrennten Zügen, wie in S aus a 
und b, oder wie in /S\ und ^2 (wenn man diese als etwas Zu- 
sammengehöriges ansieht) aus Si und ^2? so ^^^ entweder eine in 
den begrenzten Theilen verlaufende Verbindungslinie dieser Be- 
grenzungen nicht möglich, wie in (S{y 82), dann ist nach der 
Definition des Zusammenhanges das Stück überhaupt nicht zu- 
sammenhängend, oder eine solche Linie ist möglich, wie in S die 
punctirte Linie c. Dann zerstückt aber die Linie c das Ebenen- 
stück S nicht, und dieses ist zweifach zusammenhängend. Um 
dies zu beweisen ist nur nöthig zu zeigen, dass, wenn eine Ver- 
bindungslinie zweier Puncte durch die Linie c in getrennte Stücke 
zerlegt wird, dadurch die Verbindung dieser Puncte nicht über- 
haupt zerstört ist. Nun führen aber die beiden Stücke auf die 
verschiedenen Ufer der Linie c. Die Verbindung der beiden 
Ufer ist jedoch dadurch noch hergestellt, dass die Linie a oder b 
von einem Ufer derselben auf das andere führt, also auch eine 
a oder b sehr nahe laufende (wie etwa in der Zeichnung &') die 
nun nicht blos Begrenzung von S ist, sondern ganz darin liegt 

Eine einfach zusammenhängende Fläche kann auch unbegrenzt 
sein wie z. B. die Oberfläche einer Kugel. Für ein ebenes Stück 
gilt der Satz, dass es einfach zusamaenhängend ist, wenn die Be- 
grenzung nur aus einem Stück besteht. 

Jede Function von y und z kann als Function der complexen 
Variabein x, oder, wie man sagt, der o:- Ebene angesehen werden, 
weil durch Angabe der complexen Zahl x = y-\-zi die beiden 
reellen Grössen y und z vollkommen bestimmt sind. Allein wir 
nennen eine Function der complexen Veränderlichen x eine Function 
m von y und z nur in einem solchen Gebiete, in welchem sie der 
partiellen Differentialgleichung 

i.dcojyyZ) ^ dcojt/, z) 
dy dz 

Genüge leistet, wovon nur in einzelnen Puncten und Linien Aus- 
nähmen stattfinden dürfest. Aber es muss in solchen Ausnahme- 
fällen diese Differentialgleichung noch bestehen bleiben, wie nahe 
auch der Punct y, z an die ausgeschlossenen Stellen gerückt wird, 
oder die Ausnahmen dürfen in keinem noch so kleinen Flächen- 
theile stattfinden. Ausserdem wird stets vorausgesetzt, dass eine 
Function der complexen Veränderlichen x keine durch Ab- 
änderung ihres Werihes in einzelnen Puncten hebbare Unstetig- 
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keittn besitzt, wie z,B. wenn sie fttr alle Werthc von x den Werth 1, 
fftr a: =a= aber den Werth hätte, und dass sie keine durch 
Abänderung ihrer Werthe längs einzelner Linien hebbare Unstetig- 
ketten besitzt, wie z. B, wenn sie überall den Werth 0) längs der 
Strecke der reellen Achse von 1 bis 2 aber den Werth 3 hätte. 
Hingegen ist nicht ausgeschlossen, dass sie durch Annäherung der 
Variabein y, x an einzelne Puncte in verschiedene Richtungen ver- 

scbiedene Werthe erhalte, wie e^ an der Stelle o; == 0. 

Setzen wir in einer solchen complexen Function y = x — zi, 
UBd differenziren dann nach Zj so haben wir 

d %w . ^ . dm . dfo ^ 

_ = _.(_,) + -^, al8o-=0, 

d. h. es ist m ganz unabhängig von z und enthält nur die Grösse x. 
Diese Schlussweise ist jedoch nur so lange richtig, als co eine 
Function von y und z ist, . die auch dann einen Differentialquotienten 
besitzt, wenn als Zuwachs der Variabeln imaginäre Grössen zu- 
gelassen werden, weil die Variabele y =x — ze einen imaginären 
Zuwachs erfilhrt, wenn z um etwas Reelles geändert wird. Die^ 
wird in der Ditferentialrechnung nur für die durch convergente 
Potenzreihen dargestellten Functionen bewiesen, und kann daher 
nicht auf Functionen ausgedehnt werden, von denen eine solche 
Darstellbarkeit nicht vorausgesetzt ist. Die allgemeine Giltigkeit 
des Satzes folgt jedoch aus den fundamentalen Sätzen der Theorie 
der complexen Functionen, die den Gegenstand der folgenden Unter- 
suchungen bilden. 

Die Functionen einer complexen Veränderlichen x werden 
also hier als Functionen zweier reellen Veränderlichen y und z 
angesehen, und sind einer Differentialgleichung und gewissen 
Stetigkeitsbedingungen unterworfen. Da unter einer Function in 
den Elementen der Analysis zumeist die Abhängigkeit einer Grösse 
von einer oder mehreren anderen verstanden wird, insofern die 
erste durch einen analytischen Ausdruck der andern gegeben ist, 
so pflegt der Anfanger in Bezug auf diesen Begriff Vorurtheile 
mitzubringen, welche es nicht überflüssig erschmen lassen, den 
allgemeineren Begriff einer Function einer oder zweier unab- 
hängiger Veränderlichen hier eingehender zu besprechen, nament- 
lich die möglichen ünstetigkeiten solcher Functionen in Betracht 
zu^ ziehen. Glaubten doch noch die Mathematiker des vorigen 



JahrbundertSy eine Funotiou eiuer (reellen) Verän^ei^lichen las^e 
sich nur auf eine Weise stetig fortsetzen , und bielten es deskalb 
nicht ftir möglich eine Abhängigkeit dnrch ein mathematisehes 
Gesetz darzustellen, wüe die Abhängigkeit der Ordinate ein^ ge^ 
brochenen Linie von der Abscisse, bis sie durch die Fourier'sche 
Reihe eines andern belehrt wurden. 

Hier wird nun jede Orösse €0, die i|i einem bestimmten Gebiete 
für aUe Werthe der unabhängigen Veränderlichen y und z gegeben 
ist, oder' wenigstens bestimmt werden kann, sei es durch Rechnung, 
sei es (in der angewandtei» Mathematik) durch Messung, als Fun^ 
etion von y und z angesehen. Dabei ist nicht ausgeschlossen, das« 
1^ bei nur einer Veränderlichen in einzelnen Puncten (d. h. ftt? 
einzelne Werthe der Veränderlichen), bei zwei Veränderlichen auch 
in einzelnen Liniep unbestimmt sei. So ist z. B. die Function 
arctg(?/:z), wenn man voraussetzt, dass sie für z = 0, y^O, Null 
sei, und nur spitze positive oder negative Winkel zugelassen 
werden, überall bestimmt, nur im Puncto a; = 0, y = unbestimmt. 

Eine Function (a{y) der reellen Veränderlichen y heisst s](etig 
in einem Intervalle von y = a bis y = &, wenn a}{y ^ grf) — (o(y) 
für jeden Punkt y im Innern dieses Intervalles dadurch dem 
absoluten Betrage nach kleiner als jede noch so kleine vor- 
gegebene Grösse gemacht werden kann, dass man ö klein genug, 
jedoch von Null verschieden nimmt, was fttr eine zwischen und 
1 gelegene Zahl ^ auch sein mag. An den Grenzen a und b 
kommt natürlich nur eins der beiden Vorzeichen ± in Betracht 
Die Werthe der Function co(y) können complex sein, wenn auch 
y als reell vorausgesetzt wird. Es kann nun, was Herr E. Heine 
zuerst gethan hat, die Frage aufgeworfen werden, ob eine zwischen 
a und b stetige Function immer so stetig sein muss, dass we^Q 
eine beliebig kleine Grösse ö vorgegeben ist, auch eine bestimmte 
Zahl 6 angegeben werden kann, so dass durchgehend für al][Q y 
zwischen a und b abs [co{y ± grf) — a^y)] = sei Diese Frage 
muss, wie leicht zu sehen, bejaht, fßr die Grenzen a und b sdbst 
jedoch verneint werden. 

Ist nämlich y^ eine Zahl > a, wie wenig sie auch davon 
verschieden sein mag, so giebt es ein ö^ von der Beschaffenheit, 
dass abs [oKj/^ ± £<^i) — ^^iyj] = ^ö ist nach der Voraussetzung. 
Im Puncte 2/2 = Vi + ^i giebt es ebenso ein solches bestimmtes 
rfj, dass abs[€ö(«/2 ±£<)2) — e^%2)l = i^ iBt; im Punkte y^m? 
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y«+^a ein rfj, 80 dass »bs [€0(1/3 ^grfg) — «^C^a)] — ^ö ist etc. etc.; 
im Punkte yn = j/w-i+rf« ein dn, so dass ab8[co(y„J:£dn) — <ö(«/»)] 
= i<J ist. Ist nun 6 der kleinste von den Werthen d,, <)'2,...rf„, 
so ist oflfenbar für alle y zwischen y, und t/n abs[c»(f/+£d) — o>(y)l 
S ö, weil y+d und y entweder zugleich in einem dei'^ntervalle 
rfj, dj, ... d» oder in zwei aufeinanderfolgenden liegen müssen. 
Lässt man nun n wachsen, so dehnt sich das Intervall y^ bis yn 
nach und nach bis über jede Zahl zwischen a und b hinweg aus, 
wenn die d sämmtlich endlich, d. h. oberhalb einer bestimmten 
noch so kleinen Zahl t bleiben. Oder t/„ geht über eine be- 
stimmte zwischen a und b gelegene Zahl c nicht hinaus, dann 
müssen mit wachsenden n die d» noth wendig kleiner als jede noch 
so kleine vorgegebene Grösse werden, und t/» muss sich, da es 
jedenfalls kleiner als c ist und immer wächst, einer bestimmten 
Zahl g zwischen y^ und c {c eingeschlossen) immer mehr 
9ähem. Da aber der Voraussetzung nach für y = g selbst 
eine kleine aber bestimmte Grösse d' so angebbar ist, dass 
ab8[co(^±gdO — o>(^) = iö ist, was für eine zwischen und 1 
gelegene Zahl g auch sein mag, so können sich offenbar die 
Werthe von (X){y) in dem Intervall von g—^6* bis ^ + d' für 
zwei um d' oder weniger von einander verschiedene Werthe von 
y nicht um mehr als um i<> unterscheiden, und es ist unmöglich 
anzunehmen, dass 6n, unter jede noch so kleine Grösse herab- 
sinken mü^ste, wenn ^m sich der Zahl g immer wachsend nähert; 
denn sobald y»— i die Zahl g — d' übei*schritten hat, braucht d« 
nicht mehr kleiner als d^ zu sein. Da also die d^, d^, ... dn 
nicht unter jede Grösse £ bei der Voraussetzung der Stetigkeit 
sowohl für ab- als für zunehmende y in jedem Puncte zwischen 
y^ und c (diese Grenzen eingeschlossen) herabzusinken brauchen, 
so ist die Anzahl der Grössen di,.d2,...dn oder der Grössen 
t/iiPif '*' yny wenn ^n = c aber <& werden soll, immer eine 
bestimmte endliche und es giebt deshalb eine kleinste d unter 
ihnen, welche die Eigenschaft besitzt, dass zwischen y^ und c 
durchgehend [cö(y±gd) — co(y)] = ö ist. 

Anders verhält es sich jedoch, wenn y, auf a, oder c auf b 
fallen soll, und wenn über die Fortsetzung der Function m über 
diese Puncte hinaus nicht vorausgesetzt werden kann, ob sie stetig 
oder nicht stetig sei. Denn offenbar, wenn y sich dem Werthe b 
unaufhörlich nähert, so dass b — y < € ist, so muss d ebenfalls 



kleiner als e genommen werden, damit ab8[o)(t/+rf) — o>(t/)] < ^ 
werde, weil für 6>t über (X)(y+6) gar nichts ausgesagt werden 
kann. Aber £ kann beliebig klein angenommen werden.*) 



*) Für manche Untersuchungen ist es nützlich den Grad der Stetig- 
keit einer Function zu messen. Lässt sich nämlich eine Zahl a von der 

Beschaffenheit finden, dass für abnehmende ö \im[(o{y-\-6) — ce>(y)] : 6^ 
einer endlichen von verschiedenen Zahl A gleich wird, so kann a das 
Maass der Stetigkeit an jener Stelle genannt werden. Es bilden dann 
diese Maasse der Stetigkeit, oder was dasselbe ist, die Ordnungen des 
Verschwindens einer Function, ein stetiges Grössengebiet einer Aus- 
dehnung (conf. Riemaun „Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie 
zu Grunde liegen" pag. 3. § 1) welches unendhch viel dichter ist, als das 
Gebiet der in dieser Mannigfaltigkeit mit enthaltenen gemeinen reellen 
Zahlen, wenn man die Ordnung 6 als Maasseinheit der Ordnungen nimmt, 

so dass 6^ die /nie Ordnung ist, und diese Ordnung ein bestimmtes 
Einzelnes in dieser Mannigfaltigkeit bedeutet. Lassen wir diese Ordnung 

der Zahl fi entsprechen, so entspricht die Ordnung von r — -r einer Zahl, 

die kleiner als jede angebbare Zahl und doch die Null nicht ist, d. h. im 
gemeinen Zahlengebiete keiner Zahl. Man kann sie mit lg bezeichnen. 
Ebensowenig entsprechen, lg lg, ... Ig^ einer Zahl, wenn lg lg Zeichen 

für die Ordnung des Verschwindens der Function -r-i — i ist. 

lg lg ö 
Bezeichnet man allgemein die Ordnung von 

^•(iiWß'^gW'"Ö^ "'* « + ^lg + ylglg + .../.lg«, 

worin a, ßj y, , , . /i gewöhnliche reelle Zahlen sind, so findet in diesem 
Zahlengebiete, — wenn dieser Name gestattet ist, ein deutliches Ausser- 
einander statt. Dividirt man zwei Functionen, die in verschiedenen 
Ordnungen verschwinden, durcheinander, so wird man diejenige Ordnung 
die höhere nennen, welche der Zählerfunction angehört, wenn der Quo- 
tient noch mit 6 zu Null herabsinkt, und wenn der Quotient mit herab- 
sinkendem S endlich und von verschieden bleibt, so wird man die 
Ordnungen gleiche nennen. Demnach ist von den zwei Zahlen a-{'ß\g-\- 

y lg lg + • . • A« lg"*j «' + /^' lg -h y' Ift* lg + • • • /"' Ig^' die erste die grössere, 
wenn die erste der Differenzen a — a% ß — ß'^ y — y', ..., welche nicht 
verschwindet, eine positive gewöhnliche Zahl ist. 

Da sich die Ordnung lg lg zur Ordnung lg genau so verhält, als die 
Ordnung lg zu der Ordnung 1 , so hat man lg lg : lg = lg : 1 oder 
lg lg = lg -lg» woraus sich für die Multiplication zweier solcher Zahlen 
die Regel ergiebt: 

(« +/?lg + ylglg + . ..) («'+/9'lg + yMglg+. . .) = 

«a'+(a/9'+/9a01g + («y'+/?/?' + «7)lg'+.-- 
Dies Zahlengebiet kann sofort eine zweite Ausdehnung erhalten, wenn 
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Mne Fanction einer Yeräuderlicheti kann nun in verschiede- 
ner Weise unstetig werden, und es ist nützlich sieh die verschie- 
denen Arten näher zu betrachten. 

Eine Function, die in keinem Puncte (d. h. für keinen Werth 
von y) stetig ist, ist z. B. die Function co, welche fftr alle ratio- 
nalen Werthe von y den Werth 1, für alle irrationalen Werthe 
von y den Werth hat. Eine solche Abhängigkeit unter den 
Begriff der Function aufzunehmen, erscheint dem Anfönger meist 
ganz überflüssig, indem es den Anschein hat; als liesse sich die 
Infinitesimalrechnung nicht auf solche Functionen anwenden, und 
es könne keine analytischen Darstellungen für dieselben geben. 
Allein Riemann hat in seiner Schrift über die Darstellbafkeit 
einer Function durch eine trigonometrische Reihe (Göttingen 1867) 
gezeigt, dass man unendlich viele Functionen bilden kann, die 
in einem Intervalle unendlich oft unstetig werden, und welche 
gleichwohl einer Integration fähig und durch trigonometrische 
Reihen darstellbar sind, wozu jedoch die eben gebildete nicht ge- 
hört; wohl aber z. B. die Function, die von 1 bis -j- den Werth -~j 

1 1 

von -— his -^ den Werth ■—. etc. von -— bis — r-r den Werth 
^ ^ ^^ n n-f-1 

—p^ hat, für y = ir aber gleich -^d + D, für y = ^ gleich 

"2"('T + ~4") iß* ®*c« ^ßd so zwischen und 1 völlig bestimmt ist. 

Eine Function kann dadurch unstetig werden, dass sie zwar 
im Allgemeinen stetig ist, aber an einzelnen Stellen sich sprung- 
weise, d. h. um eine endliche Grösse ändert. Z. B. eine Function 
cö, die von bis a, den Werth a ausgeschlossen, gleich ist, 
von a bis /9, ^ ausgeschlossen, gleich 1 ist, von ß bis 7, 7 aus- 
geschlossen, gleich ist, von 7 bis d, 6 ausgeschlossen, gleich 1 
ist, etc. Eine solche Function lässt sich, beiläufig bemerkt, durch 
bestimmte Integrale oder trigonometrische Reihen darstellen, aus- 
genommen in jenen Unstetigkeitsstellen selbst, indem die so dar- 
gestellte Function in den Puncten a, j3, 7, ... den Werth -^ (den 
Mittelwerth zwischen dem unmittelbar voraufgehenden und nach- 



man für a, ßy y ,,, complexe Zahlen zulässt, dann unterscheiden sich 
die zu diesen complexen Zahlen gehörenden Ordnungen von den reellen 
dadurch , dass die zu den ersten gehörenden Functionen da, wo ihre 
Stetigkeit gemessen wird, oder wo sie verschwinden, unendlich viele 
Maxima und Minima haben, und die zu den letzteren gehörenden nicht* 



11 

folgenden Werthe der Function 07) hat. Es gibt jedoch auch 
Mittel die Function überall genau durch analytische Ausdrücke 
darzustellen. 

Die eben gebildete Function ist noch deshalb merkwürdig, weil 
sie für jedes y zwischen und einer der Grössen y oder rf, . . . einen 
Differentialquotienten besitzt (er ist nämlich Null), wenn man unter 
€»'(§/) den Grenzwerth [a>(y+Ä) — <»{«/)] : h für abnehmende h ver- 
steht und h nur positiv nimmt Denn in der That für y = a ist 
[(o(a+h) — co(a)] : ä = (1 — 1) : ä = und wenn y kleiner als 
a ist, wie nahe es auch an a liegen möge, so kann man doch h so 
klein nehmen, dass coiy+h) = und mithin [a>(y+Ä) — <D(y)]:h 
= ist. Dasselbe gilt fttr j9, 7, . . . in ähnlicher Weise. In dem 
Beweise nun, dass eine Function oo in einem Intervall constant 
sei, in welchem ihr Differentialquotient Null ist (z. B. Sturm 
Cours d*analyse pag. 21 oder 361) werden die Differentialquotienten 
nur als Grenzwerthe co (y + ä) — (o(y) : h für positive abneh- 
mende h angesehen, und es muss dieser Beweis mithin falsch sein, 
da wir eben eine Function co construirt haben, die in dem Inter- 
vall von bis zu einer der Grössen 7, rf, . . . nicht constant ist, 
während der in besagter Weise gebildete Differentialquotient darin 
überall Null ist. Jener Beweis setzt nämlich voraus (was jedoch 
nirgend erwähnt wird), dass man in dem Intervall, in welchem 
lim[a>(2/-trÄ) — coiyyjih Null ist, für jede noch so kleine vor- 
gegebene Grösse ö eine bestimmte Zahl 6 finden könne*), unter 
welche fftr alle y, abgesehen von der oberen Grenze, durchgehend 
h nicht herabzusinken braucht, damit abs[<ö(y+gÄ) — o>(t/)] : £ä 
<(J wird (für aUe £ zwischen (excl.) bis 1 (incl.)), was bei 
unserer Function neben den Stellen «, j9, 7, . . . nicht der FaU ist 
Diese Function ist eine unstetige, ob es auch eine stetige nicht 
eonstante Function geben kann, deren nur in positiver Richtung 
gebildeter Differentialquotient überall ist, bleibt dabin gestellt, 
das Gegentheil ist meines Wissens noch nicht bewiesen. Wir 
wollen hier aber zeigen, dass bei einer Function, von der in einem 
bestimmten Intervall nicht blos der in positiver Richtung gebildete 



*) Das Verdienst, hierauf aufmerksam gemacht zu haben, gebührt 

wohl Herrn Weierstrass. 

Dieselbe Voraussetzung muss auch gemacht werden, damit der Satz 

(o(t/+h)^ wiy) + hl(o^(y + tfi)-(o'(i/)] 
bestelle. 
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Differentialquotient d. h. \ini[o){y~{-h) — «(y)] : Ä, sondern auch 
der in negativer Richtung gebildete d. h, lim [09 (y — h) — o>(«/)] : h 
Null ist, von selbst der Forderung Genüge leiste, dass eine be- 
stimmte Grösse rf gefunden werden kann, unter welche h nicht 
herabzusinken braucht, damit abs[co(«/+Äg) — co(y)] : gÄ < a 
werde, ausgenommen an der oberen Grenze des Intervalles. Diese 
obere' Grenze braucht nicht ausgenommen zu werden, wenn dort 
noch ein in positiver Richtung gebildeter Differentialquotient exi- 
stirt, was hier vorausgesetzt werden mag. 

Das Intervall, in dessen Innern und an dessen Grenzen die 
Function a)(«/) einen in positiver und negativer Richtung ge- 
bildeten Differentialquotienten besitzen soll, umfasse die Werthe 
der Veränderlichen y von a bis b. Es liege g immer zwischen 
und 1, ausgeschlossen, 1 eingeschlossen. Nimmt man hi 
so klein, dass abs[cö(a+gÄi) — cö(a)] : gÄ^ < iö wird, was 
nach der Voraussetzung möglich ist, und Ä2 s^ klein, dass 
abs[cö(a+Äi -|-gÄ2) — co{a-\-hi)] : C,h2 <C io wird, dann A3 so 
klein , dass abs [w (« + ^1 + ^2+ £^3) — 0? (« + Ä^ + ^2)] : C,h^ < io 
wird, etc., hn^i äo klein, dass abs[a)(a+Äi+Ä2+...+Ä„+ C^n-fi) 
— co(a+Äi + Ä2+ ... + Än)] : SÄ»-^i < ^ö wird und ist 6 eine 
Grösse,, welche jedenfalls nicht grösser als die kleinste der Grössen 
Äi, Ä2, ... Än+i ist, so ist in dem ganzen Intervall von a bis 
a+Äi+Ä2+...+ Ä„ abs[co(«/+gd) — cö(t/)]:£d < (>, weil >+gd 
und y entweder in eins, oder in zwei aufeinanderfolgende der 
durch hl Ä2 • • • ^»+1 gebildeten Intervalle hineinfallen. Lässt sich 
nun ein so grosses n angeben, dass a + Äi+Ä2+...Ä„ = i> wird, 
so ist die gestellte Forderung erfüllt. Wenn aber mit wachsendem 
71 a + Äi-|-Ä2 + ... + Ä„ immer kleiner als b bleibt, so müssen die 
hl Ä2«" von einem bestimmten ab offenbar kleiner und kleiner werden, 
und es nähert sich dann « + ^1+^2 + ... + ^«' mit wachsendem 7i 
einer bestimmten Zahl c = b unendlich, weil dieser Ausdruck 
fortwährend wächst. Der Voraussetzung nach existirt aber eine 
bestimmte Zahl Ä' von der Art, dass &h^[a}{c ± Ä'g) — o^(c)] : gÄ' 

< iö ist. Es braucht deshalb, wenn 0+^1+^2+... + ^»» c — Ä' 
überschritten hat, das folgende Äm+i nicht unter Ä' herabzusinken, 
damit 

abs [(X){a+hi +/^+ ... + ^»+ g^m+i) — co{a+hi +h2+... +hm)] 

< iö wird. Es ist also unmöglich anzunehmen, dass die hm 
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zuletzt unendlich klein werden müssten, damit sich a+hi+hi-h... 
... + Äm + ... + Ä« der Zahl c^b nähere. Da man also immer 
nur eine endliche Anzahl Grössen h^y hiy h^ ,,, zu bilden 
braucht, damit a+Äi+Ä2-f-...+Än = b ist, so ist die gestellte For- 
• derung immer erfüllt, weil dann ein kleinstes h vorhanden sein muss. 

Existirt an der Grenze b nur ein in negativer Richtung ge- 
bildeter Differentialquotient, so könnte c nicht = b genommen 
werden. Denn wenn y sich b nähert, so dass es um weniger als 
€ davon verschieden ist, so muss auch Ä < e genommen werden, 
damit; abs[cö(2/+SÄ) — o>(y)] : gÄ < ö werde, und s kann kleiner 
und kleiner gemacht werden. Es ist aber auch in diesem Fall 
(o{b) noch gleich CQ(ä), weil die Function bis zu b hin (b ein- 
geschlossen) stetig sein muss, da eben (X){b — h) — (dQ?) mit ab- 
nehmendem h gegen Null convergirt. 

Demnach kann der Satz unbedenklich ausgesprochen werden : 
Eine Function (X)(y), deren in positiver und negativer Richtung 
gebildeter Bifferentialquotient für jeden Werth von y in dem Inter- 
vall von a bis b Null ist, ist in diesem Intervalle constant. 

Eine andere Art von Ilnstetigkeit einer Function (X){y) ist 
die, wenn (X){y) nur im Allgemeinen stetig ist, aber für einzelne 
specielle Werthe von y einen Werth annimmt, der in die Gonti- 
nuität nicht hineinpasst. Z. B. wenn man eine Function G){y) 
bildet, die zwischen und 1 überall gleich y oder constant etwa 
gleich ~- ist, für t/ = -|- aber den Werth 1 hat, so kann diese 
UnStetigkeit durch Abänderung des Werthes in einem einzelnen 
Puncto (oder wenn mehr vorhanden sind, in einzelnen Puncten) 
gehoben werden, im Beispiele dadurch, dass man ö>(i)=i statt 1 
setzt. Ein solcher Werth könnte auch unendlich sein. Herr Seidel 
hat im 73. Bande des Creirschen Journals pag. 304 gezeigt, dass 
eine solche Function sich durch Ausdrücke, die in der Analysis 
gebräuchlich sind, darstellen lässt. Die Function nämlich 

(D{n) = lim ---- — ^— — ; — 

ist für alle y S 1 gleich 0, und nur für ?/ == 1 gleich A, 

Will man einer Function, die dadurch unstetig wird, dass sie 
für y = c unendlich wird, eine Ordnung des Unendlichwerdens 
beilegen, so muss diese Function bei Annäherung von i/ an c 
(wenigstens von einer Seite her) nach und nach über alle Grenzen 
wachsen, und: darf nicht für die c unmittelbar voraufgehenden 
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oder nachfolgenden Werthe einen unter einer endlichen Grenze 
bleibenden Werth besitzen^ und in c allein unendlich sein. Man 
sagt, die Function werde in fiter Ordnung unendlich gross, wenn 

a){c±:h).h^ für abnehmende h endlieh und Ton versehieden, 

1 

oder auch wie die Function sin— zwischen endlichen Grenzen' 

n 

bleibt*) 

Wenn eine Function in einem Puncto c unbestimmt wird, 
indem ihre Werthe in endlichen oder unendlichen Grenzen un- 
endlich oft hin und her schwanken, während y sich dem Werthe 

c unaufhörlich nähert, so ist dies wiederum eine Art von TJn- 

1 1 

Stetigkeit, wie z. B. für c == die Functionen sin— oder ig — 

oder y^^ = €^^^Sy (a reell), cos— : y^ sie besitzen. Von einer 

solchen Function sagt man, sie habe unendlich viele Maxima und 
Minima. Eine solche Function kann jedoch auch stetig sein, wie 

die Functionen t/'^sin— , y/^+"* (in denen ß positiv reell ist), 

wenn man voraussetzt, dass sie fttr y = (wo sie durch den 
mathematischen Ausdruck nicht definirt sind) den Werth Null 
haben. 

Noch mannigfaltiger sind die Unstetigkeiten, die eine Function 
zweier Veränderlichen besitzen kann. Eine Function zweier Ver- 
änderlichen co{yyZ) heisst stetig in einem Gebiet, wenn in jedem 
Puncto derselben eine bestimmte Grösse 6 gefunden werden kann, 
so dass abs[co(y+£d, z+S'^^) — cö(y, z)] kleiner als jede noch 
so kleine vorgegebene Grösse ö wird für alle reelle £, g', welche 
der Bedingung g2_^g/2^i genügen. Geometrisch lässt sich 
dies so ausdrücken. Wenn (o(y, z) stetig sein soll, so muss sich 
um jeden Punct y^ 2 ein so kleiner Kreis schlagen lassen, dass 
die Werthe der Function am Rande und im Innern des Kreises 
von dem Werthe im Mittelpunct beliebig wenig verschieden sind. 
Für die Puncto der Begrenzung des Gebietes, in welchem co 
gegeben ist, kommen natürlich nur diejenigen Theile jenes kleinen 
Kreises in Betracht, welche im Innern oder auf dem Rande des 



*) Wenn eine Function wie Igy oder (Iglgy)^ etc. unendlich wird, 
80 kann man als Maasszahlen der Ordnungen die in der Anmerkung 
pag. 9 eingeführten Zeichen benutzen. 
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vorgegebenen Gebietes liegen. Mit deuBelben Principien, wie bei 
einer Function einer Veränderlichen, kann man beweisen, dass 
eine Function, die in jedem Puncte eines Gebietes stetig ist, so 
stetig ist, dass eine kleine Grösse e gefunden werden kann, unter 
welche in dem Ausdrucke abs[a>(2/+S^, ^+S'^) — ö>(y, ^)] rf 
nicht herabzusinken braucht, wenn er kleiner als eine beliebig 
kleine vorgegebene Grösse ö werden soll, für alle y, z des Gebietes, 
ausgenommen wenn sich der Punct ^, z dem Rande des Gebietes 
unaufhörlich nähert 

Man verfällt leicht in den Fehler (worauf Herr E. Heine) 
aufmerksam gemacht hat) in einem Gebiete eine Function zweier 
Veränderlichen für stetig zu halten, wenn in jedem Puncte 
abs[a){y±grf, 2?) — o>(y, ^)1 und abs[c»(y, Z:tg'rf) — cö(y, jz)] mit 
abnehmendem d gegen Null convergiren. Dann müsste z. B. die 

y 

Function cö(y, z) = sin 4arctg ~, welche wir für z = dadurch 

definiren, dass wir sie längs der ganzen y-Achse (in der y, z-Ebene) 
gleich Null annehmen, im Innern des Kreises y^-{-z^ = \ überall 
stetig sein. Denn es ist überall a>(«/, z) für ein constantes z eine 
stetige Function von y, für ein constantes y^ eine stetige Function 
von z. Allein sie ist im Puncte y = 0, z = unstetig, obgleich 
eö(grf, 0) — cö(0, 0) = und co(0, g'd)— g>(0, 0) = ist. Denn 
nähert man sich dem Puncte y = 0, z = in allen möglichen 
Richtungen (d. h. hat bei der Annäherung an y = 0, z = 
y : z alle möglichen Werthe), so erhält cö(y, z) alle möglichen 
zwischen — 1 und +1 gelegenen Werthe als Grenzwerthe, wäh- 
rend sie für y = 0, z = gleich Null angenommen wird.*) 

Es reicht zur Stetigkeit einer Function in einem Puncte nicht 
einmal aus, dass sie in jeder einzelnen Richtung stetig sei. Ich 
will sogleich an einem Beispiele zeigen, wie versteckt eine Un- 
stetigkeit liegen kann. Stellt man die Function (die Wurzel reell 
genommen) 

in dem Intervalle von — Jt bis -\-Jt durch eine trigonometrische 



*) Solche Ünstetigkeiten können auch bei Functionen vorkommen, 
die nur durch analytische Ausdrücke definirt mnd. 
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Reihe dar, äo erhält man, weil die Function ungerade ist, eine 
Reihe, die nur die Sinus^ enthält und die daher mit 

überall übereinstimmt ausser für g) == , wo sie Null iöt. Die so 
bestimmte Function sei F(^), Dann ist r^,F{q>) für r = 
(?/ = 0, z = 0) eine unstetige Function, obgleich für ein positives 
[i kein Winkel q) (Verhältniss ij : z) angegeben werden kann, für 
welchen r^.F{^) als Function von r unstetig oder unbestimmt 
oder für r = von r verschieden wäre. Allein man kann nicht 
um den Punct y = 0, z = mit einem Radius d, wie klein er 
auch sei, einen Kreis ziehen, so dass die Werthe im Innern des 
Kreises um weniger als eine Zahl s von Null verschieden sind. 
Denn wie klein auch 6^ sein mag, so kann man doch offenbar 
den Winkel q) positiv oder negativ so klein annehmen, dass 
6^,F(q)) jedweden Werth, also auch s übersteigt, obgleich dieser 
Ausdruck für 9) = Null ist. Demnach ist die Function als 
unstetig anzusehen. 

Von der Darstellbarkeit der Function F(g)) durch eine tri- 
gonometrische Reihe kann auch abgesehen werden, sie wurde 
nur gewählt, damit man sogleich sieht, dass sich solche Functio- 
nen der Darstellbarkeit durch analytische Ausdrücke nicht etwa 
ganz entziehen. 

Es kommt häufig vor, dass eine Function längs einer Linie 

dadurch unstetig wird, dass sie ^war zu beiden Seiten derselben 

eine vollkommen stetige Function ist, aber auf dem einen Ufer 

derselben .Werthe besitzt, die von den Werthen in denselben 

Puncten auf dem andern Ufer um ein Endliches verschieden sind, 

z 
z.B. die Function <»(«/, z) = «/ar ctg — . Nehmen wir an, sie 

habe auf dem Ufer der positiven 2/-Achse, auf welchem die posi- 
tiven z liegen, den Werth 0, und dass sie von dort aus in. der 
ganzen yz- Ebene stetig aber nicht über die Achse der positiven 
y hinweg fortgesetzt werde, so hat sie auf dem negativen Ufer 
den Werth 2yjt. Denn setzt man etwa y^+z^ = a^^ y = 

y'a?- — z^ und setzt die Function t/arctg — =y*q>y von y = ö, 

z = (g? = 0) anfangend, stetig fort, indem man dem Kreise 
t/^-fz^ = 0?- in der Richtung von rechts nach links folgt, 'SO 



17 

ändert sie sich bei einem ganzen Umgange um diesen Kreis 
stetig, bis sie theils ab theils zunehmend den Werth 2ajr im 
Pancte y = (ty z = (S (<jr = 2.T) annimmt. 

Einer besondern Erwähnung verdienen noch die Unstetig- 
keiten, welche durch Abänderung des Werthes der Function in 
einzelnen Puncten oder in einzelnen Linien gehoben werden 
können. Ein Beispiel ist die SeideFsche Function 

,. n,G){y. z) . . /-T— — 1. 

welche sonst Überall Null ist und nur für abs (.r) = 1 von Null 
verschiedene Werthe annimmt. 

Wird eine Function (»(y, z) in einem Puncte unendlich, so 
misst man die Ordnung des Unendlichwerdens durch diejenige 
Zahl fi, welche bewirkt, dass für abnehmende Ä, k sich der Aus- 
druck oj(y ±2^7 ^ ± ^) (I/ä'^+^^V^ einem von und o^ ver- 
schiedenen Werthe nähert. Dies ist jedoch nur dann möglich, 
wenn hierzu nicht in verschiedenen Richtungen (für verschiedene 
h : k) verschiedene // nothwendig sind , in welchem Falle die 
Ordnung unbestimmt bleibt. Auch kann es geschehen, dass eine 
Function bei Annäherung der beiden Variabein y, z an einen 
festen Punct auf beliebigen Geraden (also in jeder Richtung) 
endlich bleibt, bei Annäherung auf einer Curve aber unend- 
lich wird. 

Ebensowenig wie eine Function in einem Puncte stetig ge- 
nannt werden kann, wenn sie als Function von y, während z 
constant ist, stetig ist, und als Function von z, während y con- 
ätant ist, stetig ist, ebensowenig kann man sagen, eine Function 

(ö(j/, z) besitze ein Differential -^-dy+ -r- dz. wenn die partiellen 

dy oz 

Differentialquotienten t— , -^ existiren. Denn die Function 

^iy, z) = sin4arctg— , welche für y = überall (auch für 
y = 0, 2 = 0) Null sein soll, hat offenbar für y = 0, z = die 

partiellen Differentialquotienten -5— = 0, -^ = 0. Gleichwohl 

oy oz 

kann dort von einem Differentiale nicht die Rede sein. Ebensowenig 
bei der pag. 16 gebildeten Function rf^,F{q)). Dies wird in den 

Thomatf Theorie d. eompl. Fkmet, 9. Auß, 2 
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Lehrbüchern zumeist nicht berücksichtigt.*) Bildet man nämlieh 
im Differential 02(1/ \~ eÄ/, z ^- dz) — fo{y, z) und will man 
dabei Grössen f^dy, r/dz vernachlässigen, wenn f und // mit 
abnehmenden dy, dz unendlich klein werden, so schreibt man 
My+dy, z+dz) — (X){yfZ) = (xj(y + dy, z + dz) — (o(y+dy,z) + 
My + dy, z) — o}(y, z) = o}{y + dy, z + dz) — oy(y + dy, z) + 
3cö(2/, z),dy 



dy 



. Falscii aber i st es, für o} (y 4-dy, 2 + dz) — 09 (y -\- dy, z) 



— — 2 — ! — ach reiben zu wollen, was gewöhnlich geschieht. Dieser 
Ausdruck ist vielmehr gleich ^ — und nur dann gleich 

— r— 2 — .^ wenn dieser letzte Ausdruck eine stetige Function 

dz 

ist. Genaueres darüber folgt unten in einem Nachtrag. 

Diese Bemerkungen über unstetige Functionen werden im 
Folgenden genügen, um klar zu machen, welche Beschränkung 
es ist, wenn von einer Function gefordert wird, dass sie in einem 
Gebiete stetig sei. 

Wird eine Function (d(x) der complexen Variabein x durch 
eine Substitution x = ^(g) transformirt, und ist ^(§) eine Function 
der complexen Variabein g, so ist auch o)[^(§)] eine Function 
der complexen Variabein |. Bas Wesen einer complexen Function 
kann gemäss der auf Seite 5 gegebenen Definition so gefasst werden, 
da/$s sie überall, einzelne Linien und Puyicte (msgenommen, ein 
Biffisrential besitzt, welches dem complexen Zuwachs dx, dessen ab- 
soluter Betrag verschwindend klein, dessen Winkel aber beliebig isty 
proportional ist, oder dass sie einen mn diesem Zuwachs unab- 
himgigm Biffer^tialquotientm besitzt. In der That findet dies 
dann, und nur dann statt, wenn iii 

dcoip, z) = miy+dy^ z-j~dz}—oai(y, z) = -^dy + J^dz^ 

Bg) da) 

By iBz 

i«t, m welchem Falle 

*) Aucli der Satz = ^ pflegt zu allgemein ausge- 

cyoz özcy 
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dco{y,z) = -^{dy + idz) = ^öx = ^dx 

. . . ... a)ix +dx) — w(x) . ui .. . 

ist, so oass man tur : einen von ax unabliangi- 

' dx 

gen Werth = 09'{a;) erhält. Nun ist aber do7\_q){§)] = 

fo[q){^+d§)] — o?[<jr(§)] und <f{^+d§) nach der Voraussetzung 
gleich <r(§) + <r'C5)4, also do)\(p{g)] = a,[x + (p'{^)d§] — 07(x\ 
und da nach der Voraussetzung oj{x-{-a-{-ßi) — (X}(x) = 
oy(x),{a+ßi) ist, wenn ah&{a-{-ßi) verschwindend klein ist, so 
ist ^j[^(g)] = coUx).q)^{g)d§, also das Differential proportional flg. 
Ob aber eine Function o?(.r), welche nur den Bedingungen auf 

Seite 5 u. 6 unterworfen ist , immer ein Diflerential -tt- dy -\- -r— dz 

oy oz 

besitze, kann erst später entschieden werden. Es muss daher vß 

den schon hier gegebenen Sätzen über Substitution vorläufig 

vorausgesetzt werden, dass man es mit Functionen zu thun habe, 

die sich durch convergente Potenzreihen darstellen lassen, für 

welche jene Voraussetzungen bekanntlich zutreffen. Diese Sätze 

über Substitution werden aber schon hier gegeben, weil sie eine 

zeitige Einsicht in den Nutzen der Functionen mit complexen 

Veränderlichen gewähren. 

Durch eine solche Substitution x = fp{§,) werden die Puncte 
der o;- Ebene in eine Beziehung gesetzt zu den Puncten der 
^-Ebene. Einer Linie in der ^-Ebene entspricht eine Linie in der 
^-Ebene, man kann deshalb die g-Ebene eine Abbildung der 
x-Ebene nennen. Diese Abbildung besitzt die von Gauss zuerst 
gefundene Eigenthümlichkeit, dass sehr kleine entsprechende 
Figuren einander ähnlich sind, weshalb man sie eine conforme 
oder in den kleinsten Theilen ^ähnliche Abbildung 
nennt. In der That, sind die Endpuncte zweier sehr kleinen von 
I ausgehenden Strecken $ + rfr^^* und ^-{-drie^\ so sind die 
Endpuncte der entsprechenden von x ausgehenden Strecken 
x + ^'(§).dre'f'\ a:+r//(g)rfr,^'^' und wenn ^'(g) = Ä^^' gesetzt 
wird, wird das Verhältniss der Strecken in der a:- Ebene 
Rdr : Rdri = dr : dr^ , also gleich dem der entsprechenden 
Streken in der g-Ebene, und der Winkel, den beide einschliessen, 
^-\-q — {H-\-if) = (jf. — 19", also gleich dem, welchen die ent- 
sprechenden Strecken in der g-Ebene einschliessen. Also sind die 

2* 
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einander entsprechenden sehr kleinen Strecken proportional, die ein- 
geschlossene« Winkel gleich, ausgenommen indenPuncten 
und Linien, in welchen (p{i) keinen endlichen oder 
von d^ unabhängigen Differentialquotienten hat, 
oder in welchen dieser Differentialquotient ver- 
schwindet, weil die Proportion Bdr : Rdr^ == dr : dvi keinen 
Sinn hat, wenn /? = ist. 

Einfache häufig vorkommende Substitutionen sind 

x — a = g, 
welche als eine parallele Verschiebung des Coordinatensystems 
{y, z) angesehen werden kann ; 

X € . g, 

welche eine Drehung des, Coordinatensystems um den Winkel (f 

bewirkt; 

1 

X = , 

durch welche die Stelle .r = ^ auf den Punct g =*« bezogen ist. 

Setzt man die Puncte der g- Ebene (welche Träger der Zahlen 
g = // + g/ sind) mit den Puncten der o:- Ebene (welche Träger 
der Zahlen x == ?/ + zi sind) durch die Gleichung x — a = a'g 
zu einander in eine Beziehung, so entspricht jedem beliebigen 
Gebilde der g- Ebene ein Gebilde der .r- Ebene, welches dem ersten 
nicht blos in den kleinsten Theileu, sondern vollkommen ähnlich 
ist. Denn wenn man a = a -\~ ßi, a^ = a* -{- ßU = r^e ' setzt, 
und zuerst die |- Ebene mit einer Ebene u (= v + ^0 ^^rch die 
Gleichung u = r^e^'K^ in Beziehung setzt, und die w-Ebene so 
auf die g- Ebene legt, dass die Achsen zusammenfallen, so ent- 
spricht jeder Zahl g = Qe^^ eine Zahl u = Qr'e^^''^^^\ also ein 
Punct, dessen Entfernung vom Anfangspuncte r' mal grösser ist, 
und ein Winkel, der um »9^' (von rechts nach links) gedreht ist 
Da aber die V^ergrösserung der Entfernung und die Drehung für 
alle Puncte dieselbe ist, so erhält man für jede beliebige Figur in 
der g-Ebene ein zwar vergrössertes und gedrehtes Bild in der 
o:- Ebene, welches aber dem ursprünglichen vollkommen ähnlich 
ist Bildet man nun wieder die w- Ebene auf die :c- Ebene durch 
die Gleichung x = u-\-a = u-\-a-\-ßi ab, und legt die Achsen 
der :r- Ebene auf die der w-Ebene, so erhält man für jeden Punct 
u = r^wi einen Punct .r = (t;+«) + {w-\~ß^i^ also einen Punct, 
der in der Richtung der «/-Achse um «, in der Richtung der 
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^-Achse um ß verschoben ist. Da die Verschiebung aller Puucte 
dieselbe ist, so erhält man in der a>Ebene ein Bild für eine Figur 
der w- Ebene, welches diesem vollkommen congruent ist. Mithin 
bildet sich durch die Gleichung x — a == a'g eine Figur der 
g-Ebene auf eine Figur der .r-Ebene ab, welche derselben ähnlich, 
und nur vergrössert, gedreht und ohne seine Gestalt zu ändern, 
verschoben ist, wenn man die Achsen der beiden Ebenen als auf- 
einander liegend denkt. 

Anders verhält es sich bei der Abbildung der §- Ebene auf 
die .t- Ebene durch die Gleichung x = —y welche, abgesehen von 



dem Puncte s = und .r = 0, wo von einer Aehnlichkeit nicht 
die Rede sein kann, nur in den kleinsten Theilen ähnliche Ab- 
bildungen hervorbringt. Dass dies letztere aber wirklich statt- 
findet, folgt daraus, dass tiberall (ausser für ^ = 0) 

^^^ ( Ti nö"' ~ T ) • "+^^' = "^"^ 

ist, unabhängig von dem Verhältnisse, in welchem a und ß zu 

einander stehen, also — eine Function der complexen Variabein 

S 
in dem Sinne ist, wie wir solche Functionen pag.18 defiuirt haben. 

Null ist dieser Differentialquotient nur für g = c«c (x = 0). 

Die Puncte einer Geraden, welche durch den Anfangspunct 

der g- Ebene (g = (>t^*) geht, sind durch die Gleichung (p == ^, 

bestimmt, in der .i- Ebene (x = re^^) entsprechen den Puncten 

dieser Geraden die Puncte der Gei-aden (^ = — ^, , weil x = 
1 _ . 

~.e ^'* ist Dem unendlich fernen Punct der einen Geraden 
Q 
entspricht der Anfangspunct der Coordinaten der Ebene der andern 

Geraden. 

Den Puncten eines Kreises, dessen Mittelpunct g == 0, dessen 

Gleichung also q = k ist, entsprechen die Puncte des Kreises 

1 
r = — in der a:- Ebene. Während aber der Punct in der g-Ebene 

den Kreis k von rechts nach links durchläuft, durchläuft der 

1 
entsprechende Punct in der rr- Ebene den Kreis — in der ent- 
gegengesetzten Richtung. Den Puncten im Innern des Kreises k 

1 
entsprechen die Puncte ausserhalb -77 und umgekehrt. 
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2p 

,9- = 



und sein 



Die Puncte einer beliebigen Geraden sind durch die Gleichung 
Q cos {(f — a) = p bestimmt, wenn p ihre Entfernung vom Ur- 
sprung der Coordinaten, und a der 

Winkel dieses Loths mit der y- Achse 

1 
ist. Setzt man r = — , d^ = — «:, 

so erhält man die diesen Puncten ent- 
sprechenden in der »f- Ebene. Sie ge- 
nügen der Gleichung cos(^+a) = /?r 
und liegen mithin auf einem Kreise, 
der durch den Anfang der Coordinaten 

geht. Sein Radius ist 

Mittelpunct r = — , tj9- = — «, die- 
sem entspricht daher in der 9- Ebene der Punct f/:= «, q = 2p, 
Den Puncten derjenigen durch die Gerade bestimmten Halbebene, 
welche den Anfangspunct der Coordinaten nicht enthalten, ent- 
sprechen die Puncte im Innern des Kreises in der a:-Ebene, den 
Puncten der anderen Halbebene die Puncte ausserhalb des Kreises. 
Ebenso entspricht einer Geraden der a;- Ebene ein Kreis der 
S-Ebene, welcher durch den Anfang der Coordinaten geht. Aus 
der Polargleichung eines Kreises, der den Halbmesser d und einen 
Mittelpunct hat, der um p von dem Anfange der Coordinaten 
entfernt ist, und bei dem der nach dem Mitte Ipuncte gezogene 
Radiusvector den Winkel a mit der //-Achse macht, also aus der 

Gleichung 

q'^ — 2(>/?cos(y — (c)-\-p' — cP = 

erkennt man leicht, dass einem Kreise der g-Ebeae ein Kreis der 

et* -Ebene und umgekehrt entspricht. Schneiden sich zwei Kreise 

unter einem Winkel fp, so schneiden sich die entsprechenden 

unter demselben Winkel etc. (Es ompfielilt sich dergleichen 

Eigenschaften entsprechender Figuren weiter zu verfolgen.)*) 

*) Mau kann auch kruumie Ubertiächen so auf eine Ebene abbilden, 
dass Aehulichkeit in den kleinsten Theilen bestellt. Hierher gehört die 
Abbildung einer Kugeloberiläche auf eine Ebene <lurch <lie stereo- 
graphische Projeetion. Man projicirt die Puncte einer Kugel durch 
geradlinige Strahlen von dem einen Endpuncte eine« Durchmessers aus 
in eine Ebene, welche die Kugel im andern En<l])uncte des Durch- 
messers berührt. 
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Da die Beziehimg 



X == 



a + b§ 



auf die Form 
b 



X 



ad — bc. , b 
— H 7 -r-- oder x 



ad — bc 1 



d^ 



§ + 



d 



gebracht werden kann, »o sieht mau ein, dass die Abbildung einer 
Figur der §- Ebene in die .r- Ebene (oder auch umgekehrt) durch 
eine successive Abbildung durch reciproke Radiivectores, durch 
congruente Vei-schiebung, durch Vergrösserung und Drehung 
hervorgebracht werden kann. Man kann durch diese Substitution 
die Aufgabe lösen : 

Eine durch eine gerade Linie begrenzte Halbebene auf das 
Innere eines beliebigen Kreises confbrm so aJ? zubilden, dass dem 
Mittelpuncte des Kreises ein beliebiger (nicht auf der Begrenzung 
liegender) Punct der Halbebene entspricht. 

Sind nämlich a^ b, c complexe Zahlen und setzt man 

und läsöt man g diejenige Ge- 
rade g durchlaufen, welche auf 
den Geraden ab senkrecht steht 
und sie halbirt, so ist 



X 




ab» 



1 



Hh%ix) *=* abs(c).ab8 



weil die Strecke a^ der absolute 
Betrag des Zählers, und §b der 
des Nenners ist, also ist 



mithin durchläuft x einen um den Anfang der Coordinaten mit 
dem Radius abs (c) geschlagenen Kreis. Dem Puncte ^ = b ent- 
spricht der Mittelpunet {x = 0) und den mit b auf derselben 
Seite der Geraden g gelegenen Puncten entsprechen die Puncte 
im Innern des Kreises. 

Wir kommen später auf das Problem der Abbildung zurück. 

Es bedeute nun im Folgenden, wie wir zur Abkttfzuüg ein- 
fttr allemal fefttstellen, f(x) eine für irgend ein Gebiet eindeu-tig 
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bestimmte Function der complexen Variabein x^ die stetig und 
endlich ist, ausgenommen in einzelnen Puncten u, m', m", . . . , wo 
sie so unendlich pder auch nur unstetig wird, dass 

f{x)i,x — u){x — w')(^ — w") ... 
für X = Uy u\ w", ... verschwindet, ausgenommen in ein- 

zelnen Linien, in denen sie der Differentialgleichung ^^ = ö~ 

zwar nicht Genüge leistet, aber stetig sein soll, und ausgenommen 
in einzelnen Puncten und Linien, in denen die Differential- 

quotienten x- und x- zwar existiren, aber unstetige Functionen 

von y und z sind, während /[x) jedenfalls stetig ist. 

Das Verschwinden der Function /{x) (x — u) im Puncte x=^u 
muss hier so verstanden werden, dass /{x) {x — u) dem absoluten 
Betrage nach kleiner als eine noch so kleine vorgegebene Grösse 
ö gemacht werden kann, ohne dass es nöthig wäre, den absoluten 
Betrag von x — u unter eine bestimmte (von ö abhängende) 
kleine Zahl d herabsinken zu lassen für alle AVinkel der Zahl 
X — u. Geometrisch heisst dies, es muss sieh um den Puncto: = w 
als Mittelpunct ein Kreis mit einem angebbaren Radius Ö ziehen 
lassen, so dass die Werthe der Function abs[/*(a?) (x — u)] am 
Rande und im Innern sich von um weniger als unterscheiden ► 

Die Begrenzung eines einfach zusammenhängenden Ebenen- 
stückes Sj welches eine Unstetigkeitsstelle (d. h. eine Stelle, für 
welche eine in S definirte Function unstetig wird) enthält, deren 
Gestalt nur der Bedingung unterworfen ist, ausser dieser Unstetig- 
keitsstelle keine andere einzuschliessen, nennen wir mit Herrn 
Kronecker die natürliche Begrenzung der Unstetig- 
keitsstelle. 

L Unter dem Integral einer Function Mix) über eine Linie 
/' zwischen Xq und x^ erstreckt, wenn (X}ix) längs dieser Linie 
endlich und nur in einzelnen Puncten unstetig ist, verstehen wir 

den Grenzwerth, gegen welchen die rechte Seite der Gleichung 

tt 

fca{x)dx = Um ]S.^)«>(g^).^^^ 
convergirt, wenn 

^X„ — Xfj^i^ Xj^ , ^Xn — X Xft 

ist, und XQyXiyX2y...x^,.. x^ aufeinanderfolgende Puncte der 
Linie /' (oder vielmehr die Zahlen, deren Träger diese Puncte 
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sind) bedeuten, und g^ ein beliebiger zwischen x^_^y ^^^ ^fi 
auf /' liegender Punet ist, und wenn die Jx sämmtlich mit wach- 
sendem n unendlich klein werden. Die durch die Reihenfolge 
der Puncte XQyXi,,,.x^ bestimmte Richtung nennt man dabei die 
Richtung oder den Sinn der Integration. 

Ist die vorgegebene Linie /' ein Stück der t/Achse, so stimmt 
diese Definition mit der gemeinen des bestimmten Integrals überein. 

la. Wenn ojfxj im Puncte u der Linie V une)idHch wird, 
so versteht man unter dem Integral Jcofxjdx über die Linie V 
erstreckt den Grenzwerth, welchem sich die Summe zweier Integrale 
nähert, von denen das eine über den Theil von If zwischen a;© 
und einem Puncte u^ vor u auf l\ und das andere über den Theil 
zwischen u^ hinter u auf V bis zu »r' erstreckt wird, wenn u^ 
und U2 dem Puncte u längs l beliebig genähert werden, 

Zusatz. Das Integral erlangt aber dann einen bestimmten 
Grenzwerth, wom (u^ — uß~^^ oifu^J und (wy — u/~*^^cd(u^) 
durch Annäherung der Puncte u^, u^i an u beliebig klein gemacht 
werden kommen, wenn ti , e-i beliebig kleine, aber angebbare posi- 
tive Zahlen bedeuten. Im andern Falle besitzt das Integral im 
Allgemeinen keinen endlichen oder bestimmten Werth. 

Ib. Wenn die Linie /' in^' Unendliclie verläuft, so versteht 
man unter dem Integral J oofxjdx über V erstreckt den Grenz- 
werth, welchem sich das Integral über den Theil der Linie von 
x^ bis zu einem Puncte x auf V nähert , wenn man x auf V zur 
Grenze unendlich übergehen lässt. 

Zusatz. Es nähert sich das Integral dann einetn bestimmten 
Werthe als Grefize, wenn ^^^,f(x) dadurch beliebig klein ge- 
macht werden kann, dass unan x auf V weit genug fortrückt, t 
als positiv vorausgesetzt. 

II. iJas Integral J mfxjdx über eine Linie ist gleich der 
Summe der Integrale über die einzelnen Theile der Linie, wenn 
alle Integrationen in einer und derselben Richtmig genommen 
werden. 

Pas Integral J mfxjdx über eine Linie in einer Richtung 
erstreckt ist das Negative des Integrals über dieselbe Linie in ent- 
gegengesetzter Richtung erstreckt. 

Beide Sätze sind unmittelbare Folgen der Definition des 
bestimmten Integrals. 
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Ist der Integrationsweg zwischen .Tq und »r' durch analytiache 
Gleichungen bestimmt, 'so dass etwa y = 9^(0? ^ = ^iO gegeben 
ist, und t eine reelle Veränderliche und ^ und %^ zwischen ^=^0 
und t = f reelle Functionen sind, so ist das Integral nach der 
Definition 

n 

n - 00 A ' 4 



worin f» das dem Puncte x^ entsprechende t sein soll, und folg- 
lieh gleich 



n 



lim 2^ ft>[<)p« ) + *ip«^,)] [(;p'(<^) +«>'(gl (<^+i — t^) 

womit das Integral auf ein gewöhnliches mit einer reellen Ver- 
änderlichen zurückgeführt ist, weil ja oj[(p{f) + lipit)], [^'(0 + ^'^'(0] 
auf die Form Pit) + i Oit) gebracht werden kann, worin P und Q 
reelle Functionen sind. Es wird als(^ das Element dr des com- 
plexen Integrals durch [<^'(0 + ^ V^'(0] dt ersetzt, und <f% xp^ sind 
die ersten Differentialquotienten genommen nach /. 

Will man z. B. die Function oj{x) auf dem geradlinigen Wege 
/' zwischen »^0 = ^0 + 2^0^ ^^^d x^ ==i/-\-z^i integriren, so kann man 

y = (2/' — 2/0)^ + 2/0, - = {z' — z^)t + z^ 
setzen und es ist demnach das über die Linie /' erstreckte 
Integral 

J co(x)dx = 

J oj [U/ — yo) ^ + //ü + l{z' — z^^) t + i zo] . [y' — Ih + ' (^' — ^0)] dt 


= L/— ^0 + i(^'—^^)\f w[(/— Vü) t + y^ f iiz'—z^) t -r Iz^s^dt, 



Oder will man die Integration über den Bogen eines Kreises 
erstrecken, dessen Radius r und dessen Mittelpunct der Träger 
der Zahl a = a \~ ßl ist, so kann man (/^ statt t setzend) 

t/ — a = r cos »9 , z — ^ == r sin d" 

setzen, so ist 

r/x = (— r sin if + //• Cos »V^) (/»V^ = ire^Uli^, 

und mithin das Integral 
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J oj(x) dx = J oj{a-\-r cos ^ H- //]( + ir sin «9^) rie^^dß^ 

wenn die Integration von «/o = rcos/fo? ^o = rsin^o bis 
f/ = r cos ^', z* = r sin ^' zu erstrecken ist. 

Ist die Integrationscurve /' geometrisch gegeben, so kann man 
das Element dor, geometrisch deuten. Es ist dir die Differenz der 
Zahlen, welche von zwei Puncten der Linie /' getragen werden, 
wenn diese Puncte näher und näher an einander rücken. Die 
Puncte seien Xnj^\ und x^ ; so ist die Strecke zwischen ^/^_^i 
und x.^ der absolute Betrag der Differenz ^'o-j-i — x^^ , und geht 
also mehr und mehr in das Linienelement dl ttber, und der Win- 
kel dieser Differenz ist der Winkel, den diese Strecke, zuletzt aber 
das Linienelement, d. h. die Tangente im Puncte x^ mit der 
//-Achse macht. Bezeichnen wir diesen Winkel in einem unbe- 
stimmten Puncte der Linie /' mit ff, so ist 

dx = (cos (p + l sin g:) dU 

Hieraus geht hervor, dass man Linien mit unendlich, vielen 
Ecken im Allgemeinen als Integrationswege vermeiden muss, weil 
in denselben sich der Winkel ^) und mithin cosf/: und sinfp un- 
stetig ändern. Diese Ausschliessung soll hier immer gemacht 
werden. 

Das Integral J wfxj dx über eine Linie /' erstreckt, deren 
Länge von ihrem Anfangspuncte bis zu einem beliebigen mit l 
bezeichnet wird, ist kleiner, höchstens gleich dem Integral 

J abs[rjt>(x)].t//, weil eine Summe der absoluten Beträge einer 

Zahlenreihe stets grösser, mindestens gleich dem absoluten Betrage 
der Summe dieser Zahlen ist. 

III. Satz von Cauchy. Das Integral J vj(x)d.r einer Fun- 
ction (ji(x)y welche im Innern*) und am Rande eines Stückes S 
den Charakter elfter Function „/'fxj'' hat, über die ganze Be- 
grenzung des Ebenenstückes S erstreckt, hat den Werth Null. 

Der Einfachheit halber nehuien wir an, die Function co{x) 

*) Dem luuern wird hier immer nicht blot» das Aeiissere, sondern 
auch der Rand entgegengesetzt. Der hier gegeben^ Beweis des Cauchy'- 
schen Satzes rührt von Riemann her. 
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besitze im Innern von S nur einen Punct w, für welchen sie so 
unendlich oder unstetig wird, wie es dem Charakter einer Function 
/{x) gemäss ist, und nur eine Linie /, längs welcher sie zwar 
stetig ist, aber der Differentialgleichung für complexe Functionen 
nicht genügt oder längs welcher die Differentialquotienten unstetige 
Functionen sind. Wir scheiden dann aus dem Stück S mittels der 
natürlichen Begrenzung dieser Stelleu sehr kleine Flächenstücke 
aus und rechnen die äusseren Ufer der beiden natürlichen Be- 
grenzungen der Begrenzung s des übrigbleibenden Stückes S' mit 
der Gesammtbezeichnung / hinzu. Setzen wir hierauf F = 
— i€o{x)j Z= o}(x\ so ist in S' überall die Differentialgleichung 
erfüllt 



dfj "•" Sz 







und demnach auch das über alle Elemente dy.dz des Stückes 
Ä' (im ganz gewöhnlichen Sinne eines Flächenintegrals) erstreckte 
Doppelintegral 



Um das Integral 






8£ 8£ 

dy Sz 



jdy.dz = 0. 



dz zu transformiren , zerlegen wir 



das Flächenstück .S" durch ein System der «/-Achse paralleler 
Linien in Elementarstreifen von der Breite dz. Der Beitrag eines 
unbestimmten dieser Flächenstreifen zu dem Werthe von 



// 



8r 

dy 



dy.dz wird dann offenbar dz 



'ß 



dy 



dy, wenn die In- 



tegration über eine der j/- Achse parallele Gerade erstreckt wird, 
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welche dem Flächenstreifen angehöi*!. Tritt nun (in der Rich- 
tung der wachsenden y) diese Linie bei 0, in die Fläche S ein 
bei 0^ aus derselben heraus (in unserer Figur in das um / aus- 
geschiedene Stück ein), bei 0,, wieder ein, bei 0" aus u. s. w. bei 
0,,,, 0'",..., und sind die Werthe von V dort bez. J',, F', 
Z,,, F", ]'„^j F'", ..., und bezeichnen wir mit ds,, ds* 
dSf,j ds^% etc. die Stücke der Begrenzung ^, welche der be- 
trachtete Flementarstreifen aus ihr herausschneidet, und die 
Winkel, welche diese mit der y- Achse machen, mit q),, 9)', 
q>„, 9)",..., wobei .5' (immer in derjenigen Richtung zu nehmen 
ist^ bei der das begrenzte Stück S^ zur Linken bleibt, so liegen 
offenbar diese Winkel im dritten und vievten Quadranten bei 
0„ 0,„ 0,,,, . . . , im ersten und zweiten bei 0', 0", 0"', . . . , so dass 

dz = — sin g),ds, =: — sin 90,^ ds,, =*= — sin (p,„ ds,„ = . . . 
= sin (p' <&' = sin ^r" ds'' = sin y'" d^" = . . . 
ist Ferner ist 

l^^dy = F'+F"+F'"-l-... 
J -^ —Y — Y—Y — 



und also 



/ 



8F . ^ ^-1 



dz I -^dy == ^^V«in(pdSj 



worin sich die Summation auf alle Begrenzungselemente bezieht, 
welche von dem betrachteten Elementarstreifen aus s^ ausgeschnitten 
werden. Durch die Integration über sämmtliche Elementarstreifen 

wird nun das Integral / / -^dydz erhalten, und die rechte 

Seite der erlangten Gleichung verwandelt sich in J F »in q>ds, 
worin die Integration über die ganze Begrenzungslinie s^ zu 
erstrecken ist. 

Durch ganz ähnliche Schlüsse findet man 



und folglich 



/ / -K—dzdy = — JZüo^tpds 



11^^ 8z)^^^^ "" — /(Zcos^)— rmiq>)ds = 0. 

Und demnach endlich 

J {Z cos y — Fsin (p)ds = J o^{x) (cos (f + i sin 9) ds 

= J(o{x)dx = 0, 
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worin die Integration über .?', also über die ganze Begrenzung 
s von S und in ontgegengesetzter Richtung über die natürliche Be- 
grenzung von u und /zu erstrecken ist. 

lieber die Gestalt der natürlichen Begrenzung von u und / 
sind keine Bestimmungen getroffen. Der Werth des Integrals* 
J w(x)dx genommen über die ganze Begrenzung s von 5, welcher 
nach dem eben Bewiesenen gleich ist der Summe der Integrale über 
die natürlichen Begrenzungen von u und / in derselben Richtung 
genommen, ändert sich nicht, wie wir auch diese Begrenzuiigen 
gestalten mögen. 

Um das Integral über die natürliche Begrenzung von^w 
auszuwerthen, wählen wir für dieselbe einen Kreis, dessen Radius 
r beliebig klein genommen werden kann. Setzen wir x — u = 
r,e^^, so ist ein Element dx der Peripherie ire^dd^j und das 
Integral über die Peripherie 

fco (x) dx = if r.(X)(u + re^ ) e^^dß, 



verschwindend klein, weil r beliebig klein genommen werden kann 
und voraussetzungsmässig r , oj{u -{- re^^) mit r verschwindet. 
Also ist das Integral über die natürliche Begrenzung von u kleiner 
als jede noch so kleine vorgegebene Grösse, also Null.*) 

Ebenso ist das Integral über die natürliche Begrenzung der 
Linie / Null^, weil diese Begrenzung beliebig nahe an die beiden 
Ufer von /gebracht werden kann, so dass die Integration über Li- 
nien, die den beiden Ufern von / parallel sind, in entgegengesetzter 
Richtung zu erstrecken ist. Es liefern aber die beiden gegenüber- 
liegenden parallelen Begrenzungsstücke einen Beitrag von beliebiger 
Kleinheit, weil voraussetzungsmässig o)(x) längs / stetig ist, **) mithin 



*) Dass eine Zahl, deren absoluter Betrag kleiner als jede noch so 
klein vorgegebene Grösse ist, Null ist, kann nicht bewiesen werden, 
sondern ist eine Annahme, auf der namentlich das Rechnen mit irratio- 
nalen Zahlen beruht. 

**) Damit das Integral /*ft>(a;)^a: über die natürliche Begrenzung 

von / erstreckt seinem absoluten Betrage nach jeden beliebigen Grad 
von Kleinheit erreichen kann, (während gleichzeitig für die Begrenzung g 

noch die Differentialgleichung e-jr— = -tt— besteht, was zur Anwend- 

oy cz 

barkeit des Cauchy'schen Satzes n(>thig ist,) ist nothwendig, dass eine 
Strecke rf, wie klein sie auch sein mag, angegeben werden kann, unter 
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o(x) in gegenüberliegenden Puncton nur wenig verschieden, die 
Elemente d.r aber von entgegengesetztem Zeichen sind. Also ist 
das Integral üt)er die Begrenzung von S kleiner als jede noch so 
kleine vorgegebene Grösse, mithin Null, w. z. b. w. 

Wenn ein Theil einer Linie / oder ein Punct u auf die Be- 
grenzung s von ^S* selbst fallt, so sind nur geringe Modificationen des 
Beweises nöthig, es muss aber dann die Beschränkung gemai'ht 
werden, die im Charakter /'(x) an sich nicht liegt, dass das Integral 
über diese Begrenzung ausftihrbar ist, was z. B. nicht der Fall ist, 

wenn die Function für x==u wie ;: n—? ^ unend- 

(.r — u) lg(,r — u) 

lieh wird. 

Es ist nicht wesentlich, dass, wie diel) in der Zeichnung 
geschehen, .V einfach zusammenhängend sei, und mithin s aus 
einem Stücke bestehe. Wesentlich ist, dass das Integral über die 
ganze Begrenzung zu nehmen ist, und dass das begrenzte Stück 
S bei der Integration über die etwaigen einzelnen Sttkcke von s 
immer zu derselben Seite der Integrationsrichtung liege. 

Unendlich ist eigentlich keine Zahl, sondern es bedeutet das 
Wachsen einer Zahl Über alle Grenzen. Dies kann in jeder be- 
liebigen Richtung geschehen. Ebenso kann man sich jeder Zahl 
in unendlich vielen Richtungen nähern. Wächst die complexe 

Variabele .r, welche mit | durch die Gleichung x = -z- ver- 

bunden ist, in irgend einer Weise über alle Grenzen, so nähert 

welche die Entfernung der Contour von der Linie l nicht herabzusinken 
braucht (einzelne Puncte etwa ausgenommen), damit die Differenzen der 
Werthe der Function a> für die Puncte auf a und der Werthe für die 
nädus^dliegenden Puncte auf / ihrem absoluten Betpage nach überall klei- 
ner als eine besidmmte beliebig kleine vorgegebene Zahl e werden. Dies 
ist aber bei dem voa uns gegebenen Begriffe der Stetigkeit von selbst 
erfüllt. 

Die Annahme, dass ^— . -r— in dem Stücke S' stetig sein sollen, 

oy dz 

kann durch die weniger beschränkende ersetzt werden, dass diese Fu»- 

ctionen die doppelte Integration JJ-^,dydZj J J '^*^y^'^ 

in eindeutigem Sinne zulassen. Dies würde in der That eine weit ge- 
ringere Beschränkung sein , weil es Fimctionen giebt , die in jedem noch 
80^ kleinen FlaehengelHete unendlich oft unstetig sind, und doeii die 
Ikte^atiofli zulassen. 
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sich X immer mehr der Zahl a. Diese Eigenschaft macht es 
möglich in vielen Sätzen über complexe Zahlen ^ wie eine Zahl 
anzusehen, oder das unendlich ferne Gebiet einer Ebene wie einen 
Punct zu betrachten. Wenn dies geschieht, so muss man zwar fest- 
halten, dass ^ nur uneigentlich eine Zahl zu nennen ist, aber 
es geschieht der Bequemlichkeit halber oft, und muss eben da- 
durch gerechtfertigt werden, dass man das Verhalten einer Fun- 
ction für über alle Grenzen wachsende Werthe sofort an dem 
Verhalten einer Function in einem bestimmten Puncte a studiren 

1 
kann, indem man die Substitution x = -z macht, oder indem 

man die o:- Ebene durch reciproke radii vectores abbildet. Um 
auch geometrisch hierzu eine adäquate Vorstellung zu gewinnen, 
sagt man, die Ebene sei in unendlicher Entfernung durch einen 
Punct geschlossen, den unendlich fernen Punct, indem man sich 
die Ebene etwa als Kugel mit unendlich grossem Radius vorstellt. 

Die Oberfläche einer (endlichen oder unendlich grossen) Kugel 
ist ebenso einfach zusammenhängend als die Oberfläche einer Ebene. 
Denn was für eine geschlossene Linie man auch auf der Kugel 
ziehen mag, die Oberfläche wird dadurch in zwei getrennte 
Stücke zerlegt. Die Obei'fläche der Kugel bleibt noch einfach 
zusammenhängend, wenn man einen Punct derselben, oder die 
beiden Ufer einer nicht geschlossenen, sich nicht schneidenden 
Linie als Begrenzung ansieht. Denn verbindet man irgend zwei 
Puncte dieser Begrenzung durch einen beliebigen Weg, so zerlegt 
derselbe die Kugeloberfläche stets in getrennte Stücke. 

Der Cauchy'sche Satz behält auch für solche Ebenenstücke 
.S' seine Gültigkeit, welche den unendlich fernen Punct enthalten, 
wenn man eine Zahl M angeben kann, über welche der absolute 
Betrag von x nicht hinauszugehen braucht, damit abs [co(a;) . o:] 
kleiner als eine noch so kleine vorgegebene Zahl 6 werde, was 
auch der Winkel der Zahl x sei. Die Zahl M wird natürlich 
zunehmen, wenn ö abnimmt, aber es ist nöthig, dass zu jedem 
bestimmten ö ein bestimmtes M existirt 

In der That, die Begrenzung des Stückes 5, welches den 
unendlich fernen Punct im Innern enthält, sei Sy so kann man 
einen Kreis k um den Anfangspunct der Coordinaten mit einem 
so grossen Radius R ziehen, dass er die Begrenzung s ganz um- 
schliesst, dass er also ganz im Innern von S liegt. - Dann ist 



i 
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nach dem bewiesenen Cauchy^schen Satze das über die Begrenzung 
s erstreckte Integral J co(x) dx gleich dem in derselben Richtung 

über k erstreckten Integrale J (X}(x)dXj also gleich 



weil s und der Kreis k die ganze Begrenzung eines Ebenen- 
stückes S ausmachen, in dessen Innerm a){x) den Charakter „/[xf^ 
hat. Da nun aber der absolute Betrag von co{Re )Rj also auch 
von co{jRe^^),R.e^^ kleiner als ö gemacht werden kann für ein 
hinlänglich grosses R (welches für alle i^ dasselbe bleibt), so ist 

co{x),dx < y öd^ = 2jtö. Da also J a){x)dx < IjtC 

d. h. kleiner als jede noch so kleine vorgegebene Grösse ist, so 
ist J G>{x)dx == 0; w. z. b. w. 

Liegt der unendlich ferne Punet auf der Begrenzung selbst, 
so muss die Integrabilität der Function a){x) bis an diese Stelle 
vorausgesetzt werden (siehe Ib.). 

Man folgert nun unmittelbar den Satz: 

IV. Das Integral einer complexen Function a)(x) über 
die ganze Begrenzung s eines Ebenenstückes S erstreckt, ist gleich 
der Summe der Integrale der in derselben Richtung über die 
naturliche Begrenzung der Unstetigkeitsstellen von a>{x) erstreckten 
Integrale, 

V. Das Integral J a}{x)dx über jede von zwei zwischen 
Xq und x^ verlaufenden Linien V, V*, welche ein einfach zu- 
sammenhängendes Stück S einschliessen , in dessen Innerm 0}{x) 
den Charakter f(x) hat, liefert einen und denselben Werth, 

Denn nach dem Cauchy'schen Satze ist das Integral von ojq 
bis X* über /' vermehrt um das Integral von x^ bis x^ über /" 
Null, weil /' und /'' zusammen die ganze Begrenzung von S aus- 
machen, da 5 als einfach zusammenhängend vorausgesetzt wurde. 
Dieses letztere Integral ist aber negativ gleich dem Integral von 
rco bis x^ über ^', woraus der zu beweisende Satz folgt. 

Hingegen kann das Integral ycö(a:)^ zwischen zwei Puncten 
Xq und o:', in einem nicht einfach zusammenhängenden Plächen- 
stück, wie z. B. in einem von zwei concentrischen BLreisen be- 
grenzten Stücke auf verschiedenen Wegen sehr wohl verschiedene 

Thomae, Theorie d. eompl Iktnct. ». Aufl. ^ 



Werthe erhalten. Wenn nämlich die beiden Wege zusammen den 
innern Kreis völlig einschliessen, so ist die Differenz der Integrale 
über die beiden Wege keineswegs Null, sondern gleich dem In- 
tegrale über den ini^era oder aueh den äussern Kreis, und wenn 
diese Integrale nicht Null sind, so sind die beiden Integrale zwi- 
schen Xq und x^ verschieden. 

Dieser Satz (V.) bewirkt die Anwendbarkeit der Schreibweise 

J o}{x)dXy in welcher von dem Integrationswege nicht die Rede 

ist In der That häi^gt der Werth des Integrals von einem Wege 
/, der die Begrenzung eines einfach zusammenhängenden Stückes S 
nicht überschreitet, nicht ab, wenn a){x) darin den Charakter einer 
Function f\x) besitzt, weil dann alle Wege zwischen Xq und x^ nach 
dem eben ausgesprochenen Satze auf einen unter ihnen reducirt 
werden können, wenn man solche Wege aufeinander reducirbar 
nennt, die zusammen ein einfach zusammenhängendes Stück ein- 
schliessen. Die Angabe des Weges darf $^ber nickt unterlassen 
werden, wenn a)(x) irgendwo im Innern von S^ anders als 
eine Function vom Charakter ('{x)^ unendlich wird (während 
dies am Rande wohl geschehen kann), oder wenn es innerhalb 
eines Stückes betrachtet wird, das nicht einfach zusammenhängend 
ist, in welchem daher nicht alle Wege zwischen zwei Puncten 
auf einen reducirbar siud. Dabei muss freilich vorläufig noch 
bemerkt werden, dass der Weg nicht über Puncto hin wegführen . 
darf, in welchen co(x) so unendlich wird, dass die Integration 
keinen Sinn hat Später zeigt sich, dass solche Puncte wenigstens 
im Innern eines einfach zusammenhängenden Stückes ^überhaupt 
nicht vorkommen. 

VI. Das Integral jo^{§)d§, dessen obere und untere Grenze 







m einem einfach zusammenhängenden Stück S liegen, in dem cofxj 
den Charakter f(x) hat, ist in S eine Function der complßxen 
Vaf-iafieln x von dem Charnkier f(3^). 

Bezeiclmen wir das Integral mit W(x)y so ist W{pi) in S 
offenbar endlich und stetig, es genügt aber auch deor Differeatial- 

gleichung ^ == — ^"p~- ^^ ^®* nämlich 

W{x-\rdyl— W{x) =/ cai§)dg—f <o{§)d§ = / oo(g}d§, 



*Q ^0 
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weil man ftr die Wegstrecke von Xq bis x in den beiden 
Integralen, deren Dififerenz zu bilden ist, beide mal dieselbe wählen 
kann. Also ist nach der Definition des Integrals W{x+dy) — W{x) 
=s= dyw{x) und ebenso W{x + idz) — W{x) *== idzw(x)^ folglich, 
ansgenommen vorläufig in einzelnen Puncten, in welchen m{x) 

unendhch oder unstetig ist, — -k === — t — ^ — , w. z. b. w. 

Man nimmt sehr häufig für die obere Grenze und die 
Integrationsvariabele einen und denselben Buchstaben. 



/- 



VII. Das Integral I über die natürliche Begrenzung 

von g in positiver Richtung erstreckt, hat den Werth 2jti. 

Nehmen wir als natürliche Begrenzung einen um den Punct 

(dx \ 
-J = dSy 

wenn ds ein Linienelement der Kreisperipherie bedeutet, und da 

die Strecke von § nach x senkrecht steht auf der Strecke ds, 

/ dx \ 
so ist Z_ ( z 1 , die Differenz der Winkel der Zahlen dx und 

dx i dx p 

X — g, gleich \jr und daher = ids und / ^ = ij ds 

X — g J X — § 

= i^jt. Die Gestalt der natürlichen Begrenzung ist aber nach 

dem Cauchy'shen Satze völlig willkürlich, und somit ist VII. 

bewiesen. 

/''dx 
— als Function der oberen 

Grenze x ansehen können, ziehen wir vom 0-Puncte der x- Ebene 

eine Gerade q ins Unendliche, deren beide Ufer wir als Be- 

grenzung der Ebene ansehen — wir nehmen hierzu die positive 

y- Achse — , dann bildet diese ein einfach zusammenhängendes 

1 
Stück Sj in dessen Innerm die Function — den Charakter f{x) 

hat. In diesem Stück ist daher das Integral (nach den unter V. 
und VI. gemachten Bemerkungen) eine eindeutig bestimmte Function 



dx 
von X, wenn wir noch feststellen, dass / — für x = 1 auf dem 



r 



positiven Ufer von q verschwinde. Bezeichnen wir nun diese 
Function mit lg ^ , so ist 

3* 
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>-^)-/"=/t+/ 



und wenn wir im letzten Integrale für ax die Variable §, ein- 
führen , 

lg(«.i3) = / ^+ I f = lg« + lg/9. 




Aus der Gleichung lg {aß) = lg a + lg ^ folgt die üeberein- 
Btimmung unseres Integrals mit den Logarithmen irgend einer 
Constanten Basis. Da aber lg x auf dem negativen Ufer von q 
um 2jri grösser ist, als auf dem positiven, so stellt das Integral 
die natürlichen Logarithmen dar.*) Der Satz VII. kann nun auch 
so ausgesprochen werden: 



d^ /»^ dx 



')— lg(l — ^) = — / -?-==/ T^ lässt sich leicht in eine 
Keihe entwickeln. Es ist nämlich 

«{ 1— ar i'"''w + l ' «^ \ — x ' 

/^ x^ dx 
= Rm ZU untersuchen, integriren wir 

auf einer geraden Linie von bis x '=^ R. e?^*, worin dann (p constant, 
dx demnach = e^^.dr ist. Dann ist 

rmdr 



"* ^ l~r(cos^ + esin^) 

^ (w+l)<p« /»^ r«>(l— rcosy)tfgr 



«5 (1 — rcos^)2-|-r*sin2^ 

^'^^'"+^^^' sin <p f o-rcos^^r^+r^sin^^? i 

nun ist r"* eine Function, die zwischen und r ihre Zeichen nicht wech- 
selt, folglich, wenn >., i" = 1 sind, 

' .^"^^^^Vl-^rcos^) ^'^ i.^-+->^Vrsin^ />^ 

^•"~ 1 — 2;ircos^ + AV2 «/ ' "' ^ 1 — 2^rcos<p+^V^^ '^ "^ 

^(m+i) ^1 ^ ,n+i / 1 — Arcos^ e>rsiny \ 

= ^T+i V "~ '^^^ ^^® ^ + AV^ "^. 1 — 2^r cos <p + A^V^y • 

So lange nun r ^=: l ist , nähert sich dieser Ausdruck stets , wenn aber 
r= 1 für alle ^, ausser ^ = oder 27r, der Null, wenn man w gross 
genug nimmt, bis zu jedem beliebigen Grade von Genauigkeit. 

Demnach stellt die Reihe lim ^. .-± — die Function — lg 1 — x so 
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VII*. Der natürliche Logarithmus von x — g, also lg{a; — g) 
wächst um 2m, wenn die Variable x um die ganze Begrenzung 
eines den Punct § enthaltenäe^i Stückes S positiv herum ge- 
führt wird. 

Wenn das Stück S nicht einfach zusammenhängend ist, also 
die Begrenzung au« mehreren Sttlcken besteht, so muss die Va- 
riabele x natürlich über alle einzelnen Begrenzungsstücke geführt 
werden, und zwar so, dass für jedes einzelne Begrenzungsstück 
die begrenzte Fläche zu derselben Seite, nämlich für alle Stücke 
zur linken Seite liegt. 

/c(}(x') dx 
' — Lc., in positiver Richtung über 
(X — s) ^-^^ 

die ganze Begrenzung s eines den Punct g im Innern enthaltenden 
Stückes S, in welchem g}(x) den Charakter f(x) besitzt, erstreckt, 
hat den Werth <ö(g). 

Schreibt man nämlich 

— «ö(§) dx 



/ ^co{x) dx / *<»(S) dx / *(oi^ 

x—^ 2jä ~ J x—^ 2m ^ J a 



x— 5 2m ' 

80 besitzt — -— — r— ^ in S überall, auch fttr ic = £ den Cha- 

x—g ' 

rakter f{x) und das zweite Integral ist deshalb Null. / ^^^ ^ dx 






dx 
ist aber gleich a>(g) / r = 2jrjo>(g) nach Satz VII, woraus 

^ — s 
der zu beweisende Satz folgt. 



lange absa:-^! ist und für x == e^^j so lange y^O, 27r ist, genau 
dar. Es ist indessen nicht unwichtig zu beachten, dass m grösser und 
grösser genommen werden muss, damit Rm kleiner als eine vorgegebene 
Grösse .(j werde, wenn sich <p dem Werthe unaufhörlich nähert, wäh- 
rend abs (x) a» 1 ist. Dasselbe gilt auch f lir den imaginären Theil der 

Reihe, fUr J} — Xi * ^l^Sl^lch diese letztere Beihe für ^ = und 

^ =s 2^ convergirt, so kann doch keine Zahl m angegeben werden, über 

welche man durchgehend für alle <p nicht hinaus zu gehen brauchte, da- 

•» sin nw w> sin n<p 
nnt T ^ I 1 — 21 - \ \ ^^ <J sei. Solche Reihen können der Infini- 

tesimalrechnung nicht ohne Weiteres unterworfen werden und heissen 
nngleichmässig convergente Reihen. Dies ist zuerst von Herrn 
Seidel bemerkt. 
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Da nun r einen einzigen bestimmten ersten, zweiten^ 

dritten etc. Differentialquotienten besitzt, (wenn man unter d§ 
eine beliebige complexe, zuletzt unendlich klein werdende Zahl ver- 
steht,) also sammt seinen sämmtlichen Differentialquotienten eine 
Function der complexen Veränderlichen g ist, so 
erhält man, so lange § im Innern, und nicht am Rande von S 
liegt, durch Differentiation nach der complexen Variabein § die 
Gleichung 



n! C (o{x)dx 



2jti f (o:— §)«+! d§^ 

und den Satz: 

IX. Eine Function C9{x), die im Innern eines Stückes S den 
Charakter f{x) hat, ist sammt ihren sämmtlichen Differential- 
quotienten im Innern, aber nicht nothrvendig am Rande, eine end- 
liche und stetige Function der complexen Variahein x mit dem 
Charakter fix). 

Denn in der That hat das bestimmte über die ganze Be- 

/' a)(i)dB 
(f, WM ^^^^ einen 

endlichen Werth, wenn cö(g), was vorausgesetzt wurde, am 
Bande von S integrabel ist, und der Punct x im Innern von S 
liegt, welches seine Lage auch sein möge. 

Die Stetigkeit aber folgt aus der Endlichkeit und dem Vor- 
handensein der Differentialquotienten in jedem Puncte und nach 
allen Richtungen. Demnach giebi es im Innern eines Stückes 
Sf in welchem eine Function der complexen Variabein x den 
Charakter f(x) hat, weder eine Linie noch einen Punct, in welchem 

die Differentialgleichung -^— == -^ keine Anwendbarkeit besäße, 

oy öz 

was z. B. stattfinden würde, wenn a){x) bei Annäherung des 
Punctes X an einen bestimmten Punct in verschiedenen Richtungen 
verschiedene Werthe erhielte. Ebensowenig kann es im Innern 
einen Punct u geben, in welchem eine solche Function g)(x) un- 
endlich wird. Im letzteren Falle kann man zwar den Punct x 
nicht auf den Punct u fallen lassen, weil dann der Satz 

/T — — s"^. = co(w) nicht anwendbar ist, da ja -z — — für 
g = w in einer höhern als der ersten Ordnung unendlich wird? 



d. h. mit g — u multiplicirt, für g = w nicht endlich bleibt. Allein 

es ist / -r — — K^ immer endlich, und der absolute Beti*ag des 
/ § — u 2jtt 

Ausdruckes kann ein^ angebbäre Zahl M, wie gross diese au6h 
sein mag, und die offenbar nur von den Weii;hen der Function 
xo(x) am Rande von S abhängt, nicht übersteigen, wie nahe auch 
X an w herangebracht wird, während a}(x)y welsches diesem Aus- 
drucke, so Itoge X nicht genau auf w filllt, gleich ist einen abso- 
luten Betrag besitzen muss, der grösser als jede Zahl M gemacht 
werden kann, wenn man x nur nahe genug an u rückt, voraus- 
gesetzt, dass (X){x) für x = u unendlich wird, wobei zu beachten 
ist, dass eine durch Abänderung eines Werthes in einem einzelnen 
Puncte hebbare Un Stetigkeit ausgeschlossen ist Daraus folgt, dass 
ein solcher Punct u überhaupt nicht vorhanden sein kann. Hiernach 
sind die auf Seite 34 n. 35 vorläufig noch als möglich hingestellten 
Ausnahmen als unmöglich anzusehen. Nätolich, es giebt (Satz IL) 
keinen Weg durch das Innere eines einfach zusammenhängenden 
Stückes Sj auf welchem die Integration keinen Sinn hätte, und 

es giebt (Satz VI.) keinen Punct ar, in welchem J m{x)dx nicht 



differenzirbar wäre. 



^0 



Die Function e^ nimmt zWar bei Annäherung von x an 
Null in verschiedenen Richtungen verschiedene Werthe an, aber 
uüter diesen sind Richtungen, in denen sie über alle Grenzen 

wuchst, und zwar wächst für positive abnehmende x das Produkt 

1 

a;*e* über alle Grenzen, wie gross n auch sein mag. Sie hat im 

PüLcte ic =i= nicht den Charakter f{x) und bildet daher keine 

_i_ 

Aumahme zu dem bewiesenen Satze. Ebenso die Fuüction e^ , 

1 
die Function tg — hat für o: = keinen bestimmten Werth, es 

X 

giebt aber kein noch so kleines Gebiet um den Punct o: =* 

1 
herum, in welchem tg — dicht oc würde, und also den Charakter 

X 

f{x) hätte, und demnach ist auch diese Function keine Ausnahme 
der Regel. 

X* Wird eine Function oj{x) im Innern eines Stückes S 
im Puncte u so unendlich, und im Puncte v so Null, dass 
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— r-^ r- — für X gleich u und v sowohl von Null als von 

(x — vr 

Unendlich verschiedene Werthe erhält, so sind m und n ganze 

Zahlen, rvenn (d{x), abgesehen vom Puncte u, in S den Charakter 

f{x) hat. 

Die Zahlen n und m heissen die Ordnuyigen des Unendlich- 
Werdens oder V er Schwindens, 

Läge nämlich der reelle Theil von n zwischen p und p + 1, 

coiocS ix ~"~ u\^ 
und der von m zwischen q und q — 1, so hätte / — r— ^ in 

' {x — vy 

S den Charakter f{x), und würde in den Puncten u und v un- 
endlich, was nach IX. nicht möglich ist. Hingegen können am 
Rande von S gebrochene und complexe Ordnungen des Ver- 
schwindens und Unendlichwerdens wohl vorkommen. Ebenso- 
wenig kann g){x) in verschiedenen Richtungen bei u in verschie- 

1 

denen Ordnungen unendlich werden, wenn es nicht wie e^"^ in 
über alle Grenzen hoher Ordnung unendlich wird. 

XI. Der Logarithmus einer Function Oi){x), welche im Innern 
eines Stückes S in einzelnen Puncten unendlich wird, sonst aber 
stetig und endlich ist und am Rande von S weder unendlich wird 
noch verschwindet, also lg a}(x) wächst um so viele ganze Multipla 
von 2m, wenn x um die ganze Begrenzung von S in positiver 
Richtung herumgeführt wird, als der Ueberschuss der Puncte be- 
trägt, für welche a){x) = ist, über die, für welche (d{x) = oc 
ist. Jeden Punct so oft gerechnet, als die Ordnungszahl des Ui- 
endlichwerdens oder Verschwindens beträgt. 

Sind die Puncte, für welche sie unendlich wird, w, w', w",.;., 
"die zugehörigen (nach X. immer ganzen) Ordnungen w, n', w",..., 
die Puncte, für virelche sie verschwindet, v, v^, v^%,,,^ die äu- i 

gehörigen Ordnungen m, w', w",..., so ist der Zuwachs, den 
lg<ö(a:) erfahrt, wenn x um das unendlich kleine Stück dx fort- 
geführt wird, 
^, , , ^, f(D{x){x—uY(x—u'Y{x—u''Y\.. 

+ md\^ {x — v) + m^ d\^ {x — v^) + m^^d lg {x — v") + • • • 
— nd\g {x — u) — w' ef lg {x — w') — n" d lg {x — w") — ... 

und daher der Zuwachs, den der Logarithmus erföhrt, wern x 
um die ganze Begrenzung von S geführt wird. 



dx 

7 

X — V 
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fd\^€o{x) = 

*^ dx^\ (x — v)"'{x — vO'"... / .^^ «^ X — V ^ •^ . 

wenn die Integration über die ganze Begrenzung von S erstreckt 
wird. Nun hat das erste Integral der rechten Seite den Werth 

0, weil lg [ — T— — ^j, also auch der Differentialquotient 

in S den Charakter fix) hat. So hat man nach Satz IV. u. VII. : 

fd\g(D{x) = 1m{i:m—:^n\ 
was zu beweisen war. 

XII. Eine Function (o(x), die in der ganzen Ebene und 

auch für unehlich grosse x den Charakter f{x) hat, ist constani. 

Wir sagen aber von einer Function cr>{x)y dass sie auch für 

X = oc (im unendlich fernen Puncte der a:-Ebene) den Charakter 

f{x) besitzt, wenn cof-jj für g = den Charakter /"(g) hat. 

Nehmen wir nun das Integral J d\g[a){x) — A\ über die Peri- 
pherie eines sehr grossen Kreises mit dem Radius Ry so kann 

diese Integration durch die Substitution x = — durch die über 



1 

einen sehr kleinen Kreis mit dem Radius ~ ersetzt werden*), 

nämlich durch das Integral y ^ lg [o> ( t" ) — 4' Nimmt man nun 

R so gross, also — , so klein, dass im Innern desselben o>(t") 

den Werth A nicht annimmt, — was immer möglich ist, weil 

co{x) sich mit wachsendem x, oder o?(-^) nait abnehmendem g 

nach dem, was pag. 38 bemerkt ^iMe, nur einem einzigen 
Werthe nähern kann, so ist, wenn der Mrth cö(oc) nicht gerade 

A ist, J d\^[(o{-j\ — Ä\ über den . — , also auch 

Jd\^\a){x) — Ä\ über den Kreis R Null, weil «»(-j-) — -4 im 
Innern des Kreises ^ weder verschwindet noch unendlich wird. 

*) Die Richtung der Integration ist hierbei die entgegengesetzte, 
weil |l=* — j rechts herumläuft, während x links herumläuft. 
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Es kann also (X}(x) — A im Innern des Kreises R nicht Null wer- 
den, weil das Integral Jd\g[a){x) — A] ein so vielfaches Multi- 
plum von 2jt:i ist, als Pnncte vorhanden sind, für welche coix) — A 
verschwindet, dies Integral aber Null ist. Daraus folgt, dass die 
Function C9{x) im Innern des beliebig grossen Kreises R einen 
andern Werth als den o?(oc) nicht annehmen kann, w. z. b. w. 

Mit Hilfe der eben angewandten Methode sieht man übrigens 
leicht ein, dass der Satz XL seine Giltigkeit für Ebenenstücke 
behält, welche den unendlich fernen Punct mit enthalten, wenn 
nur dort a}{x) den Charakter f(x) hat Man kann deshalb statt des 
Punctes oc zum Beweise des Satzes XII. einen beliebigen andern 
Punct der Ebene, wählen und ihn in derselben Weise durch- 
fahren. 

Aus den Identitäten: 

1 1 1 

§—x ~ g— g'i ^-a 

1 1 1 



X — g X — a I S—a 

X — a 

folgen die wichtigen Sätze: 

Xni. Ist X ein Ptmci im Innern eines Stückes S, in weichem 
eine Function (X)(x) den Charakter f{x) hat, und welches den Punct 
a im Innern enthält, so ist 



»w = .im 



r • •• 



worin sämmtliche Integrale in positiver Richtung über die Be- 
grenzung von S zu nehmen sind, und 



J 



4S 



»w- /i^ä 



/ X 

X — a/ 2üti {x — ay J 



2m ■^••• 






worin die IntegraUmien sämmtlich in negativer Richtung über die 
ganze Begrenzung von S zu nehmen sind, 

Ist nun ab8(a: — a) < ab8(§ — a) fttr alle bei der Integration 
in Betracht kommenden g, also ist x ein Punct im Innern eines 
um den Punct a gezogenen Kreises C\ der die Begrenzung von S 
wohl berührt 9 aber nirgend heraustritt, so kann man n immer so 

(^_fl)n+i /* eö(g) di 

gross nehmen, dass das Integral ö / / /^ \nr\-i ^ ' ' 

genommen über die Begrenzung von 5^ oder, was in diesem Falle 
dasselbe ist, über die Peripherie €, jeden beliebigen Grad von 
Kleinheit erreicht In der That, setzen wir g — a = Äe^% 
x — a = re^^*y so ist R der Radius von C, r aber < R und 
unser Integral erhält die Form 

V\»+i g^i(w+i)t.Ä /^''(D(a + Re^)e''''^d& 



ß) 



2^ y Re^~re^^' 



Das Integral ist aber, was auch n sei, weil die zu integrirende 

Function endlich und stetig ist, endlich und der Factor l-^^J 

kann jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreichen, wenn n gross 
genug gemacht wird. Wendet man diese Betrachtung auf das 
letzte Glied der ersten der unter XIII. aufgestellten Reihen an, 
so erhält man den Taylor'schen Satz: 

XIV. Ist (d{x) im Innern eines Kreises um den Punct a 
eine Function mit dem Charakter /{x), so lässt s^ie sich auf eine, 
und (nach der Methode der unbestimmten Coefftcienten) nur auf 

m 

eine Weise in eine unendliche Reihe nach ganzen aufsteigenden 
Potenzen von x — a entwickeln, welche immer convergirt, so lange 
X ein Punct im Innern dieses Kreises ist. Dieser Kreis heisst der 
Convergenzkreis» 

Obgleich die hier gemachte Betrachtung des Restgliedes 
eigentlich nur zeigt, dass die Summe der ersten n Glieder der 
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Reihe gegen den Werth der entwickelten Function convergire, 
80 sieht man doch leicht ein, dass, so lange r = abs(x — d) um 
ein Angebbares kleiner ist als R, der Radius des Convergenz- 
kreises, die Reihe absolut und unbedingt convergent ist, d. h. 
eine beliebige Anordnung der Glieder zulässt, weil dies bei der 
geometrischen Reihe HonX^ so lange absCa;) < 1 ist und die 
Coefficienten a« endlich sind, der Fall ist. Dies findet im All- 
gemeinen nicht statt fttr die Puncte des Convergenzkreises. 

XV. Hat eine Function (d(x), innerhalb eines Stückes S den 
Charakter fix), und ist co(x) längs eines noch so kleinen Stückes 
einer Linie l in S Null, so ist (X}(x) überall in S Null, 

Die sämmtlichen Differentialquotienten der Function G)(pc) 
sind fttr einen Punct Xq jener Linie (/) Null, wenn man für das 
Differential dx eine solche Differenz x — Xq wählt, deren Minuen- 
dus X auf der Linie (/) liegt, und da die Differentialquotienten 
einer complexen Function von der Wahl (d. h. von dem Winkel) 
des Differentials unabhängig sind, und die Differentialquotienten 
einer Function einer complexen Variabein mit dem Charakter /Xx) 
immer eben solche Functionen sind, so sind für x = Xq sämmt- 
liche Differentialquotienten Null. Nun kann man aber a){x) auf 
eine und nur eine Weise (nach XlV.) nach aufsteigenden Potenzen 
von X — Xq entwickeln innerhalb eines Kreises a, der die Be- 




grenzung von S bertlhrt und zum Mittelpunct o^o hat. Da nun 
sämmtliche Coefficienten dieser Entwicklung Null sind, so ist w(x) 
im Innern dieses ganzen Kreises Null. Entwickelt man ferner g){x) 
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nach XIV. in eine Reihe nach Potenzen von x — ir'o? so sind 
anch deren Coefficienten sämmtlich Null, wenn x\ ein beliebiger 
Pnnet im ersten Kreise ist. Dieser lässt sich so wählen, dass der 
Convergenzkreis ip) der Entwicklung zum Theil aus dem Kreise 
(a) heraustritt. In diesem ganzen Kreise ist co{po) Null. So 
zeigt man successive, dass cö(a:) in S nirgend von Null verschie- 
den sein kann. Daraus folgt 

XVI. Ist eine Function g)(x) längs eines noch so kleinen 
Stückes einer Linie l in einem einfach zusammenhängenden Stücke 
S, wo sie den Charakter f{x) hat, gegeben, so ist sie dadurch ßr 
alle Puncte ifi S eindeutig bestimmt. 

Denn eine andere Function (Oi{x) der complexen Variabein o:, 
welche mit ihr längs / in ^S* übereinstimmt, stimmt überhaupt in 
S mit ihr überein, weil o)(x) — (Oi{x) längs /, folglich überall 
Null ist. Die Beschränkung, dass S einfach zusammenhängend 
sein soll, ist wegen des Wortes eindeutig gemacht. Denn es 
kann, wie sich später zeigen wird, leicht geschehen, dass eine 
Function, die als Function der complexen Variabein x durch ein 
zweifach oder mehrfach zusammenhängendes Gebiet fortgesetzt 
wird, für dieselben Puncte mehrere oder unendlich viele ver- 
schiedene Werthe erhält. Auch in solchen Fällen ist die Function 
durch ihre Werthe längs einer Linie, so weit sie fortsetzbar ist, 
vollständig, aber doch nicht als eindeutige Function bestimmt 

Ein Beispiel dafür, dass eine Function über den Rand eines 
Gebietes hinaus überhaupt nicht stetig fortsetzbar ist, wird später 
in den Thetafunctionen gegeben. 

Der eben ausgesprochene Satz XVI. ist in der Analysis oft von 
grossem Nutzen. Es gelingt nämlich häufig die Identität zweier 
Functionen co{x) und xW ^^^r in einem beschränkten Gebiete 
nachzuweisen, in dem man sich beim Beweise z. B. unendlicher 
Reihen oder bestimmter Integrale bedient, die nur in einem be- 
stimmten Gebiete von zwei Ausdehnungen, oder einer Ausdehnung, 
wie z. B. nur für reelle x zwischen x = a und x = b, einen 
Sinn haben. Aus der nur für ein beschränktes Gebiet bewiesenen 
Gleichheit von oj{x) und x(^) folgt dieselbe dann aus XVI. überall, 
so weit €o(x) und xi^) ^^s Functionen der complexen Veränderlichen 
X fortsetzbar sind. Wir werden später hiervon ein Beispiel geben. 

XVn. Laurent'scher Satz. Hat eine Function m{x) im Innern 
und am Rande eines (beiläufig zweifach zusammenhängenden) 
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Ebenenstuckes S zwischen zwei im Puncte a concentrischen 
Kreisen den Charakter f(x), so lässt sie sich auf eine, tmd nur 
auf eine Weise nach ganzen auf- und absteigenden Potenzen von 
X — a in eine tmendliche Reihe entwickeln, die so lange convergiri, 
als X ein Funct im Innern von S ist. 



Seien die Peripherien des äns- 
seren und inneren Kreises (^ und 
Cy so bilden C, C zusammen die 
Begrenzung des Stückes S, in des- 
sen Innerm sowohl als am Bande 
a)(x) den Charakter f(x) hat Des- 
halb ist die Summe der Integrale 
über (^ in positiver und über C 
in negativer Richtung*), oder der 
Integrale über (^ und C 




r^igi dl /Vi) 

J §— ? ^i J x—k 



dl 
§ 2jrt ' 



c 



c 



' beidemale in positiver Richtung integrirt, gleich c(}{x\ weil in der 
That diese beiden Integrationen zusammen der über die ganze 
Begrenzung von S gleich kommen. Da aber, so lange abs(af— a) 

in die absolut convergente Reihe ent- 



< abs (§ — a) ist, 
wickelbar ist, 



g— a 






1 



^— g 



in die $^b9oJut 



und so lange ab8(a: — a) > abs(g — a) ist, 
und folglich unbedingt convergente Reihe 

x—§ ^<''> {x—aY 

entwickelbar ist, und da bei der Integration über C wirklieh 
abs(ar — a) < abs(§ — a) und bei der über C abs(a: — d) > 
abB(g — a) ist, wenn x im Innern von S liegt, so folgt 



*) Ich nenne hier positive Richtung die, bei welcher die begrenzte 
Kreisfläche, nicht das Stück S zur Linken bleibt. 
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a>{x) == 






worin nun nach dem Caiicliy'sclien Satze at^^tt der Integration 
über (7' und (7 eine über eine beliebige in a centriache Kreislinie 
zwischen C" und C gewählt werden kann. 

Damit ist die Entwickelbarkeit dargethan, es muss noch nach- 
gewiesen werden, dass sie nur auf eine Weise möglich ist, wozu 
die Methode der unbestimmten Coefficienten nicht ausreicht 

Sind zwei nach auf- und absteigenden Potenzen von x — a 
geordnete, absolut oder wenigstens gleichmässig *) convergeijte 
Reihen wenigstens für Puncte der Peripherie p eines iii a 
centrischen Kreises einander gleich, so müssen die Coefficienten 
gleich hoher Potenzen einander gleich sein. Multiplicirt man 
nämlich die Gleichung 

+ 00 -j-QD 

mit (a: — a)^ und integrirt über 4iß Peripherie p, wobei fi als 
ganze positive oder negative Zahl oder vorausgesetzt ist, so 
hat man 



00 OD 



— 00 P —00 P 

und es fallen auf beiden Seiten sämmtliche Terme bis auf den 
mit A^fji_^x ^^^ auf der andern bis auf den mit ^—^^i multi- 
plieiften fort. Denn es ist fix — af^^dx «5= 0, wenn n + (i 



*) Diese Beschränkung muss gemacht werden, weil nur in solchen 
Beihen ohne Weiteres die Summation und Integration vertauscht werden 
kann. Man versteht aber unter einer absolut oonvergenten Beihe eine 
solche, welche noch convergirt, wenn man jedes Glied dm*eh seinen ab- 
soluten Betrag ersetzt. Eine gleichmässig eonvergente B4eihe (welche 
Bezeichnung seit einiger Zeit im Gebrauch ist) heisst eine Reihe, bei der 
für alle Werthe der Veränderlichen eine einzige bestimmte Zahl M 
angegeben werden kann, so gross, dass die Summe der ersten Jüf Glieder 
sich von dem Grenzwerthe der Reihe um weniger als eine vorgegebene 
Grösse a unterscheidet. 
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eine von — 1 verschiedene ganze Zahl ist, und J {x — a)^^dx == 

p 
^i nach VII. Somit haben wir für alle fi 

2m^__^__i = B^^__^2mf oder An == Bn, w. z. b. w. 

Setzt man in der Taylor'schen Reihe (XTV.) oder der 
Laurent'schen Reihe (XVIL) (x — a) = r(cos^4- ^sin^) und 
für r eine Constante, so gehen diese Reihen in eine Fou- 
ri er 'sehe oder trigonometrische Reihe über, d. h. in eine Reihe, 
welche nach Sinus und Cosinus ganzer Multipla des Winkels ^ 
fortschreitet, wenn man diesen Namen (Fourier'sche Reihen) auf 
Reihen mit complexen Coefficienten ausdehnt Der genaueren 
Untersuchung dieser Reihe, welche von Fourier, Dirichlet und 
Riemann, und den Herren Lipschitz, Heine und Cantor bis 
in die feinsten Details geführt worden ist, verdankt man die mei- 
sten Aufschlüsse über die verborgenen Schwierigkeiten der Ana- 
lysis.*) Es sollen hier nur einige Resultate aus diesen Unter- 
suchungen ohne Beweis aufgeführt werden. 

XVin. Eine Function h(d-), welche durch eine trigono- 
metrische Reihe 



gegeben ist, lässt sich^ wenn die Reihe /wr jeden Werth von d- 
convergirt, und nur für eine endliche''*^ Anzahl einzelner Werthe 
von d" nicht convergirt, nicht noch auf eine andere Art durch 
eine eben solche trigonometrische Reihe darstellen, 

Zusatz. Ist die Fujiction hf^J in einem Intervalle stetig und 
hat sie darin nicht unendlich viele Maxima und Minima^ so ist in 
diesem Intervalle die sie darstellende Reihe gleichmässig convergent 
(Heine.) 

Wir bezeichnen mit Dirichlet für abnehmende S den Grenz- 



*) Dirichlet; Crelle'sches Journal B.IV. pag. 157. ~ Riemaun: 
Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe. G(5tt. 
1867. — Lipschitz: De explicatione per series trigonometricas insti- 
tuenda Crelle's Journal 63 pag. 296. — Heine: Crelle*s Journal B. 71 
pag. 353.^— Cantor: Crelle's Journal B. 72 pag. 130 u. 139. 

**) Die Endlichkeit kann unter gewissen Umständen fallen gelassen 
werden, wie Herr G. Cantor in den Leipziger Math. Annalen V. pag. 
122 zeigt. 
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weriJi Um Ä(^+rf) mit h({^+0) und lim h(^—6) mit ^09—0), 

dann besteht der Satz: 

XIX. Ist h(d') eine Function der reellen Veränderlichen ^, 

welche in dem Intervall von bis 2jt gegeben ist, und nur ßr 

einzelne Werthe von ^ unstetig, oder in einer um ein Angebbares 

niederen als der ersten Ordnung unendlich wird, so lässt sich in 

diesem Intervall 

iÄ09-+0) + iÄ(i9— 0), [iÄ(+0) + iÄ(2jr— 0)] 

in eine unendliche nach Sinus und Cosinus ganzer Multipla der 

Veränderlichen ih fortschreitende Reihe entwickeln, welche überall 

da, wo dieser Ausdruck eine bestimmte endliche Zahl ist, convergirty 

und auch überall da convergirt, wo h({^ + ^) — ä(i^ + 0) oder 

Ä(^— tp) — Ä09— 0) mit lgip.lglgip...lg'*->.(lg'^ip)^"^^ 

multiplicirt für ein beliebiges ganzes positives m und ein beliebig 

kleines aber positives 6 mit abnehmendem tp in dem Falle gegen 

Null strebt^ wenn einer dieser beiden Ausdrücke für (ümehmende 

y) unendlich viele Maxima und Minima besitzen sollte. Und zwar 

ist dann 

iÄ(#+0) + iÄ(^ — 0) = 

1 p27t 1 -^ p27t 

2^ J H9>) dfp + -^^(fx) ^^I^^J^ h{q)) cos (iq) dq) 

-f — ^^(^)Sini"^y' hig)) fAn fitp dq). 

Eine Ordnung^ die um ein Angebbares kleiner ist, als eine 
dodere, ist hier immer eine solche, welche durch eine Potenz 
gemessen wird, so dass die Ordnung des Unendlich werdens von 

— ; für a? == nicht um ein Angebbares kleiner ist als die erste. 

a:lga; 

Hieraus zieht man den nützlichen Satz: 

XX. Hat eine Function (o(x) im Innern eines Kreises um 
den Punet a den Charakter ffxj und wird am Rande nur in ein- 
zelnen Funden unendlich gross in einer um ein Angebbares nie- 
deren als der ersten Ordnung, ist aber sonst am Rande stetig, so 
convergirt die Summe der ersten n Glieder der Taylor'schen Reihe, 
welche oj(x) im Innern darstellt, für alle Puncte des Randes 
(Con/vergenzkreises) , für welche m(x) nicht unendlich wird, mit 
wachsendem n gegen den Werth a}{x). 

Wir kelgren nun zu den Functioi^Mi einer complexen Ver- 
änderlichen zurück. 

Thomae, Theorie d. eompl. Funet. 9. Auß. 4 
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XXL Eine Function cofxj, welche in der ganzen x-Ehoie 
den Charakter f(x) hat^ ausser ß,r x =^ oo ^ wo m(x),xr'^ den 
Charakter f(x) hat, ist eine ganze Function von x vom Grade n. 

Dass n ' nothwendig eine ganze Zahl ist, folgt aus dem Satz X. 
Entwickelt man nun of){x) nach Mac L aurin (Satz XIV.) in 
die Reihe: 

«,(.)= 0,(0)+ ^>.r+^^;r^+... 

•••"^ n! ^ 2m J r+M|— a;) ' 

wobei die Integration über einen beliebig grossen Kreis eratreckt 
werden kann, der x in seinem Innern enthält, so ist nach dem 
Cauchy'schen Satze (III.) pag. 32 das Integral 

fg) dg 






0, 



g.(g— ^) 

weil ^, ,,^ r für alle Puncte, den unendlich fernen Punct 

eingeschlossen, welche ausserhalb des Kreises R liegen, den Cha- 
rakter fix) hat, und für o; == oc in einer höheren als der ersten 
Ordnung verschwindet. Folglich ist g){x) eine ganze Function 
vom wten Grade, w. z. b. w. 

XXII. Ist a){x) eine Function, welche in der ganzen Ebene 
den Charakter f{x) hat, ausser in einzelnen Puncten u, u\ w",... 
{unter denen der unendlich ferne sein kann), wo sie in der n^^, 
n"^, n"'*", . . . Ordnung unendlich wird, so ist (X){x) eine rationale 
Function von x. 

Es ist nämlich a){x).{x—uY.{x — uY -{^ — u^y... eine 
Function, die in der ganzen Ebene den Charakter f(x) hat, ausser 
für X = oc^ wo sie in einer endlich hohen Ordnung unendlich 
wird, und demnach eine ganze Function von x^ woraus der zu 
beweisende Satz folgt. 

Zusatz. Sind die Puncte, in denen diese Function verschwin- 
det, V, v\ «;", . . . , und die Ordnungen m, mf, m^\ . . . , so ist die 
Function 

(x—v)"" (x—v')""'. {x—v'J 



\m" 



0!){x) = Const. 



ix—u)\ ix—uY-i^—u'T''- • 
und sie ist also bis auf einen constanten Factor durch die Puncte 
in deneti sie verschwindet und unendlich wird, bestimmt. 
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Denn zwei ganze Functionen, die in denselben Puncten gleich 
oft, d. h. in gleich hoher Ordnung, verschwinden, unterscheiden 
sich nur durch einen constanten Factor, weil ihr Quotient in der 
ganzen Ebene den Charakter fix) hat. 

XXin. Partialbrtiche. Eine Function co(x), welche im Innern 
eines Stückes S deti Charakter f(x) hat, ausser in den Puncten 
u, u^, w", . . . , wo ne so unendlich wird, dass bez, a)(x) (x — u) = U, 
co(x) (x — w'J = U\ (n(x) (x — u*') = U\ . . . für x = u, u% 
m", . . . wird, und U, U, ü'^ , . . endliche Grössen sind, kann in 
der Form dargestellt werden 

o^(x) = H -7, + . . . , 

X U X — W X — u' 

/cofSJ d§ 
-T über die ganze Begrenzung s von S erstreckt, 

den Werth hat. 

Es ist nämlich nach Satz IV. 

wennj^die Integrationen der über alle Puncto w, w', w"... zu neh- 
menden Summe über die natürlichen Begrenzungen dieser Puncte 
erstreckt werden. Schreibt man nun 

■ul d§ 
'^—u' 



J ^—x 2m I 2m{^—x] 



so hat — %r^ im Innern der natürlichen Begrenzung von 

w, über welche die Integration zu erstrecken ist, den Charakter 

/tg) und das Integral den Werth in Gemässheit des 

Satzes Vni. Wenn nun das über s erstreckte Integral ver- 
schwindet, so hat man demnach 

o>(a;) 4- ^ = oder (d{x) = 2^ ? 

^^™w — x ^^x — u 

tJ m Z. U. W^. 

Die Grössen U^ i/', ... wollen wir mit Cauchy die Residuen 
der Function coto) in den Puncten w, w', ... nennen. Wird m{x) 
in einem Puncte in höherer Ordnung unendlich gross, so kann 
das so aufgefasst werden, als ob niehrero Puncte u auf ihn %ge- 
fallen wären. 

4* 



ß 
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XXIV. Produktantwioklung. ^'ird eine FwicOm m(x) im 
Jnnern eines Stückes S in den Ptmcien u, v!, u^\ . . . unendlich 
gross bez, in der n*^, n"^, w"'^, . . . Ordmmg, und in ä&n 
Puncten v, v\ t;",... unendlich klein bez. in der m^, wf^, w"^*^,... 
Ordnung, und hat sonst in S den CharaJcter f(x), und hat das 
Integral 

^€^riJ d§ 

über di^ ganze Begrenzung s von S erstreckt, den Werth 0, so 
findet ßr alle im Innern von S liegende Puncte oc^ tmd x die 
Gleichung statt: 

co(x) ^^ \Xo— V j U:o— v'j \ u^o— V" I 

^i^o) ~ (£:^r V^^^r *f£^:i^'r "" 

\Xo—ul \Xo—U'J Vxo— w"/ 
Wendet man nämlich die Partialbruchentwlcklung wrf die 

Function — ^ =^ — r-r = fr{x) an, so haben wir unter der 

dx co(x) ' 

YoraussetzuBg, dasB 






(§) g— tt 

verschwindet, und dass die Grössen 

U = Im W{x)(x—u), U' = Um Tnx){x^u'),..: 

V = lim Wix){x—v)y r = Ihn W{^)(x—v'),... 

tCJ^-V x-~t* 

«redliche Grtaen mnd, uach XXIII. 

'^^x — n ^"^x-^v dx 

woraus durdli lute^ra/tfen «wfechen x^ ufid x h^viorgeht; 

W(x)dx = / dlg«)(x) = lg ^ ^ 



^0 ' ^"# 






worin «t diiie lineare Function von /7, U% *..^ V,- F', . . . mit ganz- 
zahUgen Coefficienten ist, die daher rührt, dass llber den Inte- 



grationsweg nichts festgesetzt ist, und / -;■ dx , / ■ 



dx 



1 
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um 2(iUjti bez. 2vVm wachsen, wenn die Wege ,amal um u, 
a^mal um v herumgejfUirt werden. Nun ist aber 

dlgcojx) d\g[G)ix)ix — w)"] d\g{x — uY f\_ ^^ 



0kB dx y dx ^ x-^u 

und xi^) ^^^ Fttnetlon vt)n x^ welche in der Umgebung tou u 
d^ Charakter fix) hat, also 

lim W{x}iJ0 — u) «= Hm [x(af)(x — u) — n] = — » =« U, 



X ~U XU 

Ferner 



d\g(X}{x) d\Q[(o{x)lx — t;)— "*1 . rflg(a: — t^V" ... m 

dx dx dx X — V 

worin if){x) in dea* Umgebung von v den Charakter fix) hat, 
mithin 

- Hm Wix)(x — v) = Hm [tp{x)(x-7-v) + m] = m = T. 

X— » X- V 

Mithin ist 

worin nun k eine ganze positive oder negative Zahl bedeutet. 
Geht man nun vom Logarithmus zum Numerus über, so folgt 



r«.«; \^o — w/ 



Oi}{x) 



w. z. b. w. 

Um ein Beispiel einer Entwiokelung einer Function in ein 
unendliches Produkt zu haben, wählen wir * die Function 

COS — ^-7 — , welche die Periode AK hat und in den Puncteu 

X = Ä + (2w+l)Ä' für alle ganzzahHgen positiven oder nega- 
tiven m verseh windet, für andere endüche Werthe von x aber 
weder verschwindet, noch unendUch wird. Denn da cosw = 
2(^* + e~»») ist, so wird cosw nur da NuU, wo g^**» = — 1 wird, 
was nur für W"=i(2w+1):^ geschiebt, und e^ wird für keinen 
endHchen reellen oder complexen Werth von u unendlich, weil 
e» durch eine überall convergente nach Potenzen von u fort- 
schreitende Reihe dargestellt wird. 

Nach Satz XXIV. ist demnach (A) 
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njx—h) 

co8^ ^^ Ä + (2»i+l)A' " Ä+(2»»+l)A'' 

wenn man diese Produkte ans allen möglichen Factoren bildet, 
die in Puncten a; == Ä + (2w+l)iir verschwinden, welche in das 
Innere eines Stückes S von der Eigenschaft fallen, dass das 
ttber die ganze Begrenzung s von S genommene Integral 



/ 



^ 1K g — x 



verschwindet Ziehen wir um Punct g = Ä einen sehr grossen 
Kreis, dessen Peripherie s keinen der Puncte ^ = h + {2m+l)k- 
triflFk, so bleibt auf der ganzen Peripherie s des Kreises die Fun- 
ction tg — \\ß^ endlich und nimmt für die Endpuncte eines 

Durchmessers nur durch das Vorzeichen verschiedene Werthe an, 
weil dort g — h entgegengesetzte Werthe besitzt, und die Tan- 
gente eine ungerade (mit dem Argument das Zeichen wechselnde) 
Function ist. Da nun auf der ganzen Peripherie das Element 

r einen und denselben Werth, nämlich ichp hat (wenn g — h 

== Be^* gesetzt wird), so heben sich die Elemente des Integrals 



/ 



^ 2jsr I— Ä' 



welche zu Endpnncten eines DurchmesBers gehören, Glied für 
Glied anf, und das Integral ist genau Null. In dem Integral 






Ä^^'+Ä— o: 



sinkt der absolute Betrag der zu integrirenden Function mit 
wachsendem Ä unter jeden beliebigen Orad von Kleinheit herab, 
weil der Kreis s (mit dem Radius B) so gezogen ist, dass 

tg ^ immer endlich bleibt, und es convergirt daher das 
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Integral gegen Nnll, wenn R grösser und grösser genommen 
wird. Dasselbe gilt daher anch von dem kritischen Integrale 

jr(|— Ä) dg 



f^ 



1K g— Ä* 



Eb muss demnach das Produkt (A) übei' alle ganzen Zahlen er- 
streckt werden, für welche die Werthe o; = A + (2»i+ 1)Ä' im 
Innern eines sehr grossen um den Punct h geschlagenen Kreises 
liegen. Dies sind nicht schlechthin unendlich viele negative 
Zahlen m und unendlich viele positive, sondern die Anzahl der 
negativen und positiven (da natürlich h eine endliche Zahl ist) 
werden sich nur um ein Endliches unterscheiden, und zwar 
werden die Zahlen m, welche nicht sowohl als positive als auch 
als negative im Produkte zu nehmen sind, sehr gross (unendlich 
gross) sein. Da es nun auf eine endliche Anzahl unendlich ferner 
Factoren offenbar nicht ankommt, weil diese gegen 1 convergiren, 
so kann man 

nix—h) .. 

cos ^^ ri ( ^ \ 

^^^ cos^ ° »"'"» -(//-^ V h+w+m) 

Ali. 

COS ^ = ^ 



setzen, während z. B. 



%>%f»Äy 'm ~m- I . it/ 

W^ 11 V [(2ot + 1)ä'P 



n(x — h) 

p.n , . «Igp COS 



%K 



(B) Um// [\ ^ _) gegen c ^>^ • -t, 

ctnvergirt Denn wir können diesen Grenzwerth in die Form 

3r(£--A) ^ ij„ 
_ "^^ tK jj L X 

cos 2JJ. 

briugei. Nun ist aber, wenn man mit n zur Grenze unendUch 
flbergelt, und der Kflrze halber das Zeichen lim fortlässt, 
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1 



= e^ = e ^ 

V» - • — - X pp dx • , 



> 



2K 

womit (B) bewiesen ist. 

Ein Beispiel für Partiaibruchentwicklung erhält man am ein- 

faehsten dadurch, dass man (A) logarithmisch differeozirt Dann ist 

njx — h) 
d\^ ®^® 2K 



dx ^Ä 

C085y 

^ Jt(x — h) 'V' zzl 

und wenn man ^ = setzt und zusammenzieht 



Die unendlichen Produkte und Partialbruchreihen eignen sich 
ganz vorzüglich zur Darstellung periodischer und doppelt perio- 
discher Functionen. Die Gleichungen (A) und (C) liefern Bei- 
spiele einfach periodischer Functionen. Ehe wir dazu, schreiten, 
doppelt periodische Functionen durch sie darzustellen, müssen wir 
einige Eigenschaften solcher Functionen voraufschicken. 

XXV. Eine in der ganzen x- Ebene ausser ßr x= oc ein- 
deutige Function der complexen Veränderlichen x, welche de 
beiden Perioden 2K und 2iK' besitzt, kann nicht existiren, wem 
nicht iK' : K eine complexe jedenfalls nicht rein reelle Zahl ist. 

Angenommen F(x) sei eine Function der complexen Ver- 
änderlichen X mit den Perioden 2/f und 2i/{\ und es sei iJK^> K 
eine reelle Zahl (>, so ist 

F{x + %nK+2nik') = F{x) 
ftlr beliebige ganze positive oder negative m und n^ gemäss der 
Bedeutung der Periodicität. Setzt man L = 1pK+ %qK\ unter 



71'^ * 1 

*) Für a: = fliesst hieraus: — = ^rm; .2»|-i-i)ä ' 



/ 
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p and q ganze positive oder negative ZaMen verstanden, so ist 
F{x+mL) = F{x)y und es kann mithin L als eine Periode von 
F{x) angesehen «werden. 

Sind nnn erstens 2K und %K^ comuiensurabel , also {} = 
j»' : $', iK = p^tj 2iK^ = ^'r, wenn p% q' ganze relative Prim- 
zahlen sind, T aber eine beliebige complexe Zahl ist, so kann 
man bekanntlieh immer zwei solche ganze positive oder negative 
Zahlen p und q finden, dass pp* + qq' = 1 ist, und es ist dann 
L = 1pK-\- ^qiK^ = {pp^ + qq'^T = r eine Periode der Fnnction 
F{x)j von der 2JC und 2iJ^^ ganze Multipla sind. Mithin kann 
zwar eine Function F(x) nait den Perioden 2Ä' und 2i'Ä" existiren, 
aber sie ist keine doppelt periodische, sondei*n eine einfach 
periodische Function mit der Periode t. 

Sind aber zweitens A^ und lA'^ incommensurabel, illso (p eine 
irrationale Zahl, so kann man zeigen, dass F{x) eine Periode L 
haben müsste, deren absoluter Betrag kleiner wäre als jede noch 
so kleine vorgegebene Zahl, die also Null wäre. In der That, 
jede Zahl L von der Form 2»i/r+ 2mÄ'' == (m + Qn),2F ist eine 
Periode von F(x)j und m + Qn und folglich L kann kleiner als 
jede noch so kleine Zahl gemacht werden. Wir können näm- 
lich eine ganze Zahl N' so gross annehmen , dass 1 : ^ < ö ist 
Theilt man dann die Strecke zwischen und 1, ebenso die Strecke 
zwischen 1 und 2, ferner zwischen 2 und 3 u. s. w. zwischen p 

und p + i in N Theile, und nennt ein erstes Intervall die Zahlen- 

1 
starecke zwischen und 1 : A\ zwischen 1 und 1 + ^, zwischen 

^ , oder 1 + * — rr- und 1 + ^ , . . . , zwischen p -f- * — r;— und 

iV A iV A 

p + ^ etc., und bildet die Zahlenreihe 

so mflssen von den Zalilen dieser Reihe wenigstens in ein Inter- 
vall, etwa in das ^te^ zwei hineinfallen. Denn auf einen Theil- 
pnnct (Anfangs- oder Endpunct) der Intervalle kann keine der 
Zählen der Reihe fallen, weil q irrational ist, diese Puucte aber 
Träger rationaler Zahlen sind, die Anzahl der Zahlen der Reihe 
ist aber um Eins grösser als die Zahl der Intervalle. Sind etwa 



/»e und p'q die beiden Zahlen der Reihe, weiche : 
gezähltes InteiTall hineinfallen, eo duBB also 



iet, und q^ q' ganze Zahlen, 
sind, 80 ist 



:' aber kleiner ale I ; 



9P—q—QP' + q' = {q'—q)-\-(j>—p')<i = *'— t < 

und es sind also q' — q und p — p' die Zahlen. 



: <ö. 



■ N 
welche für m 
und n gewählt werden können, damit m + pM < ö werde. 

Da also die Function F{x) eine Periode L von beliebig klei- 
nem absoluten Betrage besitzt, die aber einen bestimmten Winkel, 
nämlich Z_ (Z) ^ Z. (Ä') ^ Z_ (iA"') liat, so muss sie längs einer 
beliebigen Geraden y, die mit der (/-Achse den Winkel Z_(Ä') 
bildet, in beliebig kleinen Intervallen, nämlich für Puncte, die um 
die Strecke abs(i) von einander entfernt sind, dieselben Werthe 
annehmen. Eine solche Function würäe, wenn sie nicht con- 
stant ist, also endliche Wei-thdifferenzen besitzt, in jedem noch 
BD kleinen Stück jener Linie g um ein Endliches von einander 
verechiedene Werthe besitzen, und mithin überall unstetig sein, 
und demnach den Charakter einer Function der complesen Va- 
riabein X nirgends haben. Also existirt eine solche Fun- 
ction F(x) nicht, oder sie ist constant. 

Um den Verlauf einer doppelt periodischen Function anschau- 
lich an machen, zerlegt man die -r-Ebene in sogenannte Perioden- 
pai-allelogramme. Man wählt einen beliebigen Puuct x und die 
Puncte 3: + XA", x+tiK', x + lK+Vh' an Ecken eines Parallelo- 

nimmt zu 




•-\-2ih-, X:,=x-^2K-lr2iK\ 



Seiten desselben meist ge- 
rade Linien, was jedoch 
ganz unwesentlich ist, man 
kann dasselbe auch durch 
beliebige parallele Curven 
begrenzen, wenn nur die 
gegenttbertiegcnden Puncte 
der Begrenzung um 2/^ 
bez. um "iiK' von einander 
verschiedene Zalilen zu 
Trägem haben. Sodann 
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zerlegt man die ganze Ebene in unendlich viele Parallelogramme, 
die diesem ersten congruent sind, und deren Ecken Träger von 
Zahlen sind, welche in der Form x+2mK+2,mK^, x-^2{m-{-\)K+ 
2niK\ x + 2mK+2{n+\)iK% x + 2{m+\)K+2{n + \)iK' ent- 
halten sind. 

Zu einem solchen Parallelogramme rechnen wir nun 
immer das Innere und zwei aneinander stossende Seiten 
derselben, wenn voii einem Parallelogramm oder den 
Puncten eines Parallelogramms schlechthin gesprochen 
wird. Es genügt dann zur Kenntniss einer doppelt periodischen 
Function vollständig, sie in einem Parallelogramm zu kennen. Denn 
in den Puncten verschiedener Parallelogramme, die sich decken 
würden, wenn man die Parallelogramme durch Verschiebung (ohne 
Drehung) zur Deckung bringt, z. B. in den Mittelpuncten der 
verschiedenen Parallelogramme hat eine doppelt periodische Fun- 
ction dieselben Werthe. Solche Puncte sollen zugeordnete 
Puncto heissen. 

Im unendlich fernen Puncte der x-Ebene ist eine 
doppelt periodische Function unbestimmt, weil derselbe 
jedem Puncte eines Parallelogramms als zugeordnet angesehen 
werden kann. 

Bildet mau ein Parallelogramm, welches mehrere der oben 
gezeichneten ganz in sich schllesst, z. B., wenn dort fttr x ge- 
setzt wird, das Parallelogramm mit den Ecken 0, 4ä^, 6fÄ'', 
\K+^iK^j so kann dies auch als ein Periodenparallelogramm an- 
gesehen, und die ganze Ebene in ihm congruente getheilt, und die 
Function in einem unter ihnen untersucht werden. Denn jede 
Function, welche die Perioden 2K und %iK^ hat, hat auch die 
Perioden 2mK und IniK*^ aber nicht umgekehrt. 

Ein Periodensystem*) 2/f und 2/A", aus welchem jedes andere 
denkbare Periodensystem 2ä'i und %Ky einer doppelt periodischen 
Function durch Gleichungen von der Form 

A'j = mK+inK\ A'/ = m'K+nxK' 

hervorgeht, wenn ^/i, n, m*^ nf ganze positive oder negative Zah 



*) Die Wahl der Bezeichnung 1K und 'UK' ist getroffen, um mit 
Jacobi in Uebereinstimmung zu bleiben. Bei ihm sind K und K' meist 
reelle Grössen, diese beschränkende Voraussetzung wird jedoch hier nur 
ausnahmsweise gemacht. 
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len aittd, heisst ein £ lerne ntarsjBtem und ein aud ihnes ge- 
bildete» Purallelogramm ein Elementar-Perioden-PAraUelO' 
gramm oder kürzer Elementar-Parailelogramm. 

Man kann ftr eine doppelt periodiBche Function auf un- 
zählige Arten verschiedene Elementarsysteme oder E^ementaf- 
Parallelogramme, die eine Ecke im Nullpnncte haben ; bilden. 
Diese Parallelogramme haben alle denselben Flächen- 
inhalt. 

Sind nämlich 2Ky %K^ zwei Perioden, die ein Elementar- 
System bilden , so sind offenbar 

ein eben solches System, wenn 

1K =« 2pKx + ^iKx\ 2«Ä" « 2p' Ai + 2g'iir/ 
ist, und pj q, p^, qf wiedernm ganse Zahlen sind. Hierzu ist 
ausreichend und nothwendig, dass 

mnf — nm* «« J: 1 
sei. Ist nun 2/f = « + ^^ 2^^'/ = / + di, so ist der Flächen^ 
Inhalt des aus ^K und 2/A'' gebildeten Pai*alielogramms, abgesehen 
vom Vorzeichen, gleich a6 — ^7, und der Flächeninhalt des Pa- 
rallelogramms aus den Perioden 

2A, = (m«+n/) + i{:mß+n6), 2iAi'= (m'a + n'/) + «(m'/^4-w'd) 
ist abgesehen vom Yorzeiohen gleich 

{ma + ny) {mfß + nfd) — {mß + nö) {mfa -h n'y) = (ad — ßy) (mw' — w'«) 
also abgesehen vom Vorzeichen gleich aö — jjy, w. z. b. w. 

XX VI. Eine doppelt periodische Fimction g}(x) nimmt im 
Innern und auf zwei zusammenstossenden Seiten eines Perioden- 
Paralldogrammes jeden Werth und zwar jeden Werth gleich 
oft a9i. 

Das Integral y ri^ lg [(o{x) — A] == j . . dx über 

den ganzen Rand eines Parallelogramms ei*streckt, ist Null. ' Denn 
da co\x) offenbar*) eine doppelt periodische Function mit den- 

selben Perioden wie ojix) ist, so nimmt -—7—. 7 in gegenüber- 

' (Ji){x) — A 

liegenden Begrenzungstheilen denselben Werth an, während die 
Integrationsrichtung in diesen Theilen die entgegengesetzte ist. 

*) Sind IK und liK' die Perioden, »o ist ta (a:+2Äm+2iir'w) «= ia(x) 
und folglich (x)'(x + 1Km + 2iK'n) = ü)\x). 
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Mithin ist die Summe d«r Beiträge, welche zwei geg<enMbeiii6gende 
SegreB^ungseleiDiente mm Integral liefern , Null, mithin das ganze 
Integral Null. Also muss naeh Sat» VII*» c(){x) — A im Innern 
des* Parallelogramms ebenso oft verschwinden, als unendlich wer- 
den, also ro(a;) den Werth A annehmen, und zwar ebenso oft 
annehmen, als o?(x) unendlich wird. Diese Scblussweise ist nur 
dann nicht anwendbar, wenn m{x) den Werth A oder oc Am 
Rande des Parallelogramms annehmen sollte. Da man aber die 
Begren7Amg keineswegs als geradlinig vorauszusetzen braucht, so 
kann man immer zwei anstossende Seiten^ etwa durch kleine Ans- 
biegungen, so abändern, dass die Puncte, für welche w(x) gleich 
A oder >^ wird, aus dem Parallelogramm herautfaüen. Da man 
sodann die gegenüberliegendem Begrenzungsstflcke in coMgraefltei* 
Weise ebenfalls abändeni muss, so werden dadurch ebenso viele 
Puncte iu das- Innere des Parallelogramms hineingezogen, als 
durch die erste Abänderung aus demselben entfernt wurden. 
Demnach müssen in unserm Satze, wie übrigens sc1h»ii früher 
festgesetzt wurde, immer zwei zusammenstehende Seiten zum 
Paralldograntin hinzugerechnet, und die diesen gegenüberliegenden 
von dem Parallelogramm ausgeschlossen werden. 

Nimmt eine doppelt periodische Function in einem Elementar- 
Parallelogramm jeden Werth n^mal an, so sagt m«a sie sei eine 
doppeltperiodische Function der nten Ordnung. 

XXVII. Eine doppelt periodische Fwiction, wenn sie nichJt 
constant ist, wird in einem Periodenparallelogramm mindestens 
zweimal unendlich gross erster Ordnung, oder einmal unendlich 
gross zweiter Ordnung**) 

Zunächst sieht man ein, dass sie mindestens einmal unendlich 
werden muss, denn da sie, wenn sie nicht constant ist, nach 
XXVI. jeden Werth (gleich oft) annimmt, so muss sie auch den 
Werth oc (oder ihre reciproke den Werth Null), einmal annehmen. 
Sodann aber kann sie auch nicht in nur einem Puncte unendlich 
gross nur «rster Ordnung werden. Dies folgt aus dem 

Hfffssatz : Die Summe der Residuen einer doppelt periodischen 
Function in einem Periodenparallelogramm ist Null 

*) Wird die Function (o(x) in den Puneten w, u\ m", . . . bez. in der 
uten^ w'te", «"*ßn, ... Ordnung unendlich, und ist w + n'+w"+" =^ ^^ 
so sagt man die Function werde iVmal unendlich. 
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Unter dem Residuum einer Function a}{x) im Puncte a: = w, 
in welchem sie unendlich gross erst-er Ordnunfi^ wird, verstanden 
wir (siehe pag. 51) den Grenzwerth 

1 /> 
lim o}{x)(x — u) = ^ — . Ja}(x)dx, 

wenn das Integral über die natürliche Begrenzung (siehe pag. 24) 
des Punctes u erstreckt wird. Wird aber die Function w(x) fttr 
X = u m höherer Ordnung unendlich, so hat das Integral wohl 
noch einen Sinn, nicht aber der Grenzwerth. Wir nennen auch 
in diesem Falle den Werth des Integrals das Residuum der Fun- 
ction. Wird nämlich a)(x) im Puncte x = u in der nten Ord- 
nung*) unendlich, so ist (X){x),{x — u)" in der Umgebung des 
Punctes u eine Function vom Charakter /{x) und lässt sich daher 
in eine convergente Reihe von der Form 

A + Aiix — u) + A2{x — tiy + ... + An-i{x — uY-~^ + An{x — uY+ ... 

entwickeln, woraus sich ergiebt 

oder 

«X^) = (^=^ + (^=J^ + - + (^=^2 + ^1=^ + A^), 

worin f{x) im Innern der natürlichen Begrenzung des Punctes u 
den Charakter „Aa^)" hat Aus dieser Darstellung der Function 
m(x) geht nun hervor, dass das Residuum im Puncte u 

1 /. 
^J foix)dx = ^«-1, 

also eine endliche Zahl sei, weil das über die natürliche Be- 
grenzung von u erstreckte Integral J {x — uy^ dx für alle positi- 
ven oder negativen, von — 1 verschiedenen Werthe von (i ver- 
schwindet. 

Nun seien w, ^^', w",... die Puncte eines Parallelogramms, in 
welchen die doppelt periodische Function (d{x) unendlich wird, 
welche dort die Residuen bez. fl, U^, U^\ . . . besitzt, so ist das 



*) Doppelt periodische Functionen, die in einzelnen Puncten in über 

1 

alle Grenzen hoher Ordnung unendlich werden (wie e^^"~" f lir a: = m), sind 
hier von der Untersuchung ausgeschlossen. 
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über den Rand de« Parallelogramms genommene Integral (nach 
Satz IV.) 

f(x}{x) dx = 2m(U+ U'+ V' + ...). 

Andrerseits ist aber das Integral Null, weil der Beitrag, den 
zwei gegenüberliegende Elemente zum Integral liefern {(o{x)dx — 
(d{x + 2ä') dx oder (jo{x) dx — (o{x -f 2iÄ"') dx) Null ist ; mix) 
hat nämlich wegen der Periodicität in gegenüberliegenden Puncten 
der Begrenzung denselben Werth, dx den entgegengesetzten, weil 
die Integrationsrichtung die entgegengesetzte ist. Also ist 
U+ V + V'' -f ... = 0, w. z. b. w. 

Ist nun nur ein einziger Punct u vorhanden, und würde cö(x) 
dort nur in erster Ordnung unendlich gross, so flösse hieraus 

r == lim fc}{x\(x — m) = 



x~ u 



d. h. a>{x) würde fttr x = u in niederer als erster Ordnung un- 
endlich, was nur möglich ist (nach Satz X.) wenn a^x) für x=^u 
in nullter Ordnung unendlich wird, d. h. dort endlich bleibt Also 
würde dann *(d(x) überhaupt nicht unendlich, und müsste, wie 
bewiesen, constant sein. 

Eine besondere Betrachtung wäre noch nöthig, wenn der 
Punct u am Kande des Parallelogramms liegen sollte, weil dann 
möglicher Weise auch gebrochene Ordnungen zulässig wären. 
Allein man kann dann das Parallelogramm parallel mit sich selbst 
so weit verschieben, dass der Punct u in das Innere fällt, oder 
auch den Punct u durch eine kleine Abänderung der gegenüber- 
liegenden Begrenzungsstücke in der Nähe von u vom Rande ins 
Innere versetzen, woraus sich ergiebt, dass gebrochene oder loga- 
rithmische Ordnungen unmöglich sind. Somit ist nun XXVII. 
allgemein bewiesen , und es fliesst, daraus beiläufig der Satz : 

Wird eine doppelt periodische Function in einetn Perioden- 
parallelogramm nur zweimal unendlich gross erster Ordnung, 
so ist das Parallelogramm ein Elementar - Parallelogramm, 
welcher kaum eines Beweises bedarf, weil andernfalls in einem 
der etwaigen Theilperioden- Parallelogramme die Function überall 
endlich wäre. Nimmt man im Falle, in welchem die Function in 
nur einem Puncte zweimal (d. h. zweiter Ordnung) unendlich gross 
wird, solche vier Puncte zu Ecken eines Parallelogramms, in wel- 
chem die Function unendlich wird, und enthält das Parallelogramm 
keine andern derartigen Puncte mehr, &(► hat man ein Elementar- 
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paralleiogramni ooD^trairi Die Constnu^tion ist io idlen Fällen 
nicht schwer, in welchen die Pnncte, fftr welche die Fniictioo 
unendlich wird, bekannt sind. 

XXVIII. Die Sumnie der n Werthe von x, ßr welche eine 
doppelt periodische Function nter Ordnung co(x) in einem Pe^ 
riodenparcUielogranm denselben Werth (mnimmt, ist jeder andern 
Summe solcher n Werthe )iach den Perioden congment. 

Werthe x^ , x^ heissen einander naßh den Perioden con- 
grueut (o^i = 0:2), wenn sie »ich nur um ganse MuUipU d«r 
Perioden unterscheiden (also wenn x^ ==« Xy + %mK + IniK^ ist). 
Träger zugeordneter Puncte sind einander congruent 

Wir beweia^, dass die Summe der Werthe, fftr welche o?(a^) 
den Werth A annimmt, congruent ist der Summe der Werthe, für 
welche co(x) unendlich wird, womit der Satz bewiesen ist. Dabei 
köanen wir uns, um die Figur nicht zu compUciren, auf Functio- 
nen zweiter Ordnung besciiränken, der aligemeine Beweis bietet 
sodann nicht di« geringsten Schwierigkeiten. Die Begrenzung des 
Parallelogramms wählen wir dabei so, dass die Puncte w, w', für 
welche to^xf) = oc^ oder v, v% für welche €o{x) = Ä wird, ins 
Innere foUe». Hierauf ziehen wir, wie dies in der Figur ge- 




schehen ijHt, um M, u% v, v' kleine Kreise, und verbinden ihre 
Peripherien durch sich aicht schneidende Linien /, /', i, X' wit 
einem Puncto x' der Begrenzung Diejenigen Ufer, welche für 
die Richtung von x' nach den Kreisen hin zur Linken liege», 
sollen die positiven heissen und mit /+, /'+, A+, A'+, die andern 
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(negativen) mit /"", /'*', A"', X'" bezeichnet werden. Die äusseren 
Ufer der Kreise, welche die Puncte w, w', v, v' ausscheiden, die 
beiden Ufer der Linien /, /', A, A' und die Seiten des Parallelo- 
gramms bilden zusammen die ganze Begrenzung s eines einfach 
zusammenhängenden Ebenenstückes, in dessen Innerm und am 
Rande die doppelt periodische Function g}(x) — A den Charakter 
f(pc) hat und nicht verschwindet, so dass \%\p{pd) — Ä\ eine Fun- 
ction vom Charakter f{x)*) ist Demnach ist das über die ganze 
Begrenzung s in positiver Richtung erstreckte Integral 

f\^[p}{x)—A]dx = 0, 
wie Satz UI. lehrt. 

Andrerseits können wir das über s erstreckte Integral in die 
Summe der in der Richtung des Pfeiles über a b a^ b^ /+, Z*^, 
r*+*, /'~, 2+, A", A'+, A'"~ und über die Kreise um w, w', v, v' zer- 
legen; diese Summe muss ebenfalls Null sein. Die Function 
a}(x) — A hat nun in gegenüberliegenden Puncten der Linie a 
und a' oder b und b% wie in a und «' oder in ß und ß^ wegen 
der Periodicität dieselben Werthe. Im Puncte ß sei x um 2A' 
grösser als in ß% in «' um 2/ä" grösser als in «. Dann ist 
offenbar, dsi dx in a und «', in ß und ß' entgegengesetzte 
Werthe hat, 

./lg [ß^^) — 4 ^ + y lg[o^(^) — ^1 ^ 



«• 



= / 1 lg M^) — 4 — lg [«> (a; + 2iA") — A]\dx, 

a 

f lg [€ö(a:) —A\dx^- f\^ \p(x) — A]dx 
b h' 

= f\\%[<»{.x)—A]--\Q\(o{x—2K)—A]\dx. 

h 

Aus der Gleichung (X){x ± 2ä') — A = g}{x) — A können wir nur 
schliessen \^\co{x — 2K) — Ä\ = lg[(»(.T) — A] + 2mjr und ähnlich 
\^\oi){x+1iK^) — A\ = lg[(»(a:) — ^] Jt 2nm, weil man aus der 
Gleichheit der unter deu Logarithmuszeichen stehenden Ausdrücke 
nicht die Gleichheit der Logarithmen folgern darf, da sich diese 



/^ dcc 
— in einem einfach zusammenhängenden 

Stücke, welches die Puncte a: = oder a; = c» nicht enthält, einen von 
der Differentiationsrichtung unabhängigen Differentialquotienten besitzt, 
folgt aus Satz VI., und mitliin kommen die pag. 19 rege gemachten Be- 
denken hier nicht in Betracht. 

Thomae, Theorie d. eompl. Funct. 2. Äufl, 5 



66 " 

noch um ganze Multipla von 2jti unterscheiden können. Demnach 
sind die (über a und b genommenen) oben aufgestellten Integrale 
gleich 

a b 

worin m und n unbekannte ganze Zahlen sind, an deren näherer 
Feststellung uns hier nichts liegt. 

Die Summe der Integrale über die beiden Ufer der Linie 2, 
in der Richtung des Pfeiles, also 

f\^[(D{x) — Ä\dx + f\^[a){x) — A]dx 

ist gleich 

J lg \a){x) — Ä\^ dx — y lg [_a){x) — Ä\'~ dx 
A+ A+ ' . 

= f\\^[a>{x)—Ä\^ — \^[p{x)—Ä\-\dx, 
A+ 
wenn wir mit lg[a>(a;) — ^]+ den Werth dieser Function auf dem 
positiven Ufer, mit \^\g){x) — Ä]~ auf dem negativen Ufer von 
X bezeichnen, denn die Werthe von dx auf entgegengesetztem 
Ufer unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen. Die Differenz 
der Werthe in denselben Puncten von X auf verschiedenen Ufern 
ist aber — Im nach Satz Vlia., weil der Kreis um v einen Punct 
einschliesst, in welchem (X){x) — A in erster Ordnung verschwindet. 
Ist nun der Endpunct von X auf dem kleinen Kreise v — ^, so 
ist das obige über X erstreckte Integral 

2jcidx = 2jti(v — x^ — rf). 



X' 



Das Integral über den kleinen Kreis um v werde mit H bezeichnet, 
so ist H ein mit e verschwindender Ausdruck, der seinem abso- 
luten Betrage nach kleiner als jede noch so kleine vorgegebene 
Grösse gemacht werden kann, wenn man den Radius des Kreises 
um V hinlänglich klein annimmt. Denn dies Integral ist, wenn r 
der Radius jenes Kreises ist, 

// = if r lg [cö {y + re^O — A ^^^ ^^ 



und da rlg[o>(t; + re^^) — A\ mit abnehmendem r verschwindet, 
so verschwindet auch H mit abnehmendem r oder f. Sind ferner 
die Endpuncte der Linien A', /, /' auf den zu ilinen gehörenden 
Kreisen ?/', f, t\ und die über die Kreise genommenen Integrale 
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H\ Ey E% so folgt nach der eben angewandten Methode, dasß 
die Summe der über die Linien /+, ^", /'+, /'"", A+, ^r^^ A'+, 2'"" 
und der über die kleinen Kreise genommenen Integrale gleich 

— 2jti{u—x'—B) + E— 2jti{u'—x'—£') + E" 
+ 2mlv—x'—fi) + H+ 2m\v'^x'—ri') + H' 
= 2m{y+v''--u—u') — 1jti{ri+ri'—e—B')'\'E+E'+H+H' 

sei, und dass E^ E% Hy jff' mit 6, e% rj, r/ zu Null convergiren. 
Somit ist die Summe der über die einzelnen Stücke der Begren- 
zung s genommenen Integrale, wenn m und n positive oder nega- 
tive ganze Zahlen sind, einerseits gleich 

AnjciK+ \müiK' + 2m(v+v' — u — mO — 2jti(f]+fj^ — e — £') + 

E+E' + H+H% 

andrerseits aber gleich Null. Da aber durch Verkleinerung der 

Radien der um u u^ v v^ gezogenen Kreise 2jti(e+t^ — rj — ly') + 

E+E^+ H+W jeden beliebigen Grad von Kleinheit erhalten 

kann, so muss schon für sich 

2m{2nK+2miK''\'U + u'—v—v') = 

oder 

u + u' = v+v' (mod. 2Kj 2iK') 

sein, w. z. b. w. 

XXIX. Haben zwei doppelt periodische Functionen der com- 
plexen Variabein x dieselben Perioden, und werden sie beide in 
nur zwei Puncten unendlich gross erster Ordnung, so kann die 
eine als lineare Function der andern mit Abänderung ihres Argu- 
ments um eine Constante ausgedrückt werden. 

Ist nämlich oj{x) eine doppelt periodische Function mit den 
Perioden 2K und 2/A'', und wird sie für x = a und x = b un- 
endlich gross in der ersten Ordnung, und verschwindet sie (eben- 
falls in der ersten Ordnung) für o: = a, x==ßy und hat die 
Function g){x) die nämlichen Perioden und wird für x = a', 
X = V unendlich gross in der ersten Ordnung, und verschwindet 
für a: = «', x = ß\ so wird die Function 

, ^ G}[x + ija + b—a'—b')] — a}[a' + Ha + b—a'—b')] 
^^^ a>lx-i-iia + b—a'—b')] — a}[a'+Ha + b—a'—b')] 

in denselben Puncten Null und unendlich als die Function 
^{x), denn sie verschwindet offenbar für x = «', aber 
w[ß' + i(a+b—a'—b')] ist auch gleich a>[«'+i(a+fe— a'— &')], 
weil die Summe der Argumente gleich a^ + ß^+a + b — a' — &' == 

5* 



a + b + %nK+ 2«iÄ" (nach XXVin.) ist und weil nacii demBelbeiti 
Satee c(}{x) für Werthe der VeränderlicheB, ^ie um a + b und 
ganze Mnltipla von Perioden von einander verschieden sind, die- 
s^beu Werthe annimmt. Also verschwindet der ZiUiler des Quo- 
tienten i\x) auch für x = |3'. Aus denselben Gründen wird der 
Nenner der Function F{x) in den Puncten x = a^ und o: = &' 
Nullj und mithin F{x) unendlich gross erster Ordnung*), während 
da, wo (o^x-\-\{a + b — a' — ¥) unendlich wird, endlich bleibt. 
Daraus folgt, dass (p{x) = Const F{x) ist, wenn noch der Satz 
bewiesen wird: 

Hilfssatz. Zwei doppelt periodische Functio7ien, die m den- 
selben Puncten in gleicher Ordnung verschwinden und unendlich 
werden, sind nur durch einen co^istanten Factor von einander 
verschieden. 

Da der Quotient zweier solchen Functionen eine doppelt 
periodische Function ist, die nirgend unendlich wird, so ist die- 
selbe nach XXVIL constant, und mithin dieser Hilfssatz richtig. 

Die Differenz zweier doppelt periodischen Functionen, die 
dieselben Perioden haben und in denselben Puncten unendlich 
gross erster Ordnung werden, und in diesen Puncten dieselben 
Residuen haben, ist eine doppelt periodische Function, die nirgend 
unendlich wird, und ist folglich constant, woraus der Satz fliesst: 

Eine doppelt periodische Function ist durch die Puncte, fär 
welche sie unendlich gross erster Ordnung wird, und durch die 
Residuen in diesen Puncten bis auf eine additive Constante, welche 
willkürlich bleibt, völlig bestimmt» 

Wird sie in einzelnen Puncten in höherer Ordnung unend- 
lich, so tritt eine leichte Modification ein. 

XXX. Eine doppelt periodische Function nter Ordnung lässt 
sich als Produkt von n — / linearen Factor en durch eine doppelt 
periodische Function zweiter Ordnung mit. denselben Perioden 
amdrücken, wobei jedoch die Argumente der in den verschiedenen 
Linearfactoren enthaltenen Functionen urri eine Constante von 
einander verschieden sind. 



*) Dass eine doppelt periodische Function, die nur in zwei Puncten 
eines Parallelogramms unendlich gross erster Ordnung wird, auch nur 
in zwei Puncten unendlich klein erster Ordnung oder in einem unendlich 
klein zweiter Ordnung wird, ist eine unmittelbare Folge der zum 
Satze XXVI. gebrauchten Beweisgilinde. 
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Wird, nämlich die Function fp(.x)y die mit w(.r) dieselben 

Perioden hat, m den Puncten v^, r", . . ', t/**^ Null, und in den Pun- 

cten u\ m", . . • t/**^ unendlich gross erster Ordnung, so wird das 
Produkt aus n — 1 linearen Factoren: 



nt- ) = 






in denselben Puncten Null und unendlich erster Ordnung, a-ls die 
Function 9) (a:), wenn s^ =^ U — H«*'+w")? H= s^-\- l{v^ — t«'")j 
*u = *2+i(^" — «'")>••• ^^genommen wird*), und unterscheidet 
sich deshalb von (p{x) nur durch einen constanten Factor. Es 
macht keine besonderen Schwierigkeiten von den Puncten u\ m", ... 
oder v', i^', , . . einige zusammenfallen zu lasf^en. 

Hieraus geht hervor, dass eine Theorie der doppelt periodi- 
schen Functionen sich vorzüglich mit den Functionen zweiter 
Ordnung zu beschäftigen haben wird, und unter diesen wird Aian 
noch diejenigen vorziehen können, die man für die einfacfasten 
hält, weil sich alle übrigen durch diese ausdrücken lassen. 

Die einfachste doppelt periodische Function zweiter Ordnung 
mit den Perioden 2/i' und 2/A'' ist vielleicht eine Function p{x)y 
welche nur in einem Puncte des Perioden -Parallelogramms, etwa 
im Puncte o: = 0, unendlich gross zweiter Ordnung wird. Sie 
wird dann für alle Werthe von x von der Form x = 2mK+ 
2inK^ unendlich gross zweiter Ordnung. Ist der Grenzwerth 
lim x^,p(x) =1 für o: = 0, so ist wegen der Periodicität auch 
lim {x — ImK— 2lnKyp (x) = 1 für o; = 2mK+ 2niK\ Durch 
diese Eigenschaften ist p(x) bis auf eine Constante bestimmt 

In der Umgebung des Punctes x = 2mif + 2mÄ" ist nun 

^(•^^ - ix-2mK-2niKr ^ ""^""^ 
eine Function vom Charakter f{x)y denn wix) könnte dort nur 
noch unendlich gross erster Ordnung werden, wa« aber nicht 
möglich ist, weil das Residuum von p{x) im Puncte 2mÄ'+2mA'' 
nach dem Hilfssatz auf Seite 61 Null sein muss. 
Demnach müsste der Ausdruck 

*) Hierin ist s die Summe der beiden Werthe, für welche <w(ä;) 
verschwindet oder unendlich wird. 
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^ / « « (^ — 2mA^ — 2niKy 

00 ' in, n >. -^ 

eine für alle endliche Werthe von x endliche Function vom Cha- 
rakter fix) sein, wenn die Doppelsumme eine für alle x con- 
vergente Reihe wäre. Dies ist nun zwar nicht der Fall. Allein 
man kann diese zweifache unendliche Summe durch additive Hin- 
zufügung einer Constanten leicht in eine absolut und folglich 
unbedingt convergente *) Reihe verwandeln nach einer Methode, 
welche von Eisenstein herrührt, der sie zuerst auf zweifach 
unendliche Produkte im Crelle'schen Journale Bd. 35 p. 185 seqq. 
angewendet hat. Setzt man nämlich für das allgemeine Glied 
unserer Doppelsumme den Ausdruck 

j =_ 1 ^ 

(x — 2mK— linKy {2mK + linK'Y 

und nur ^, o = 1 : ^^ so ist nach bekannten Principien der Con- 
vergenz mehrfach unendlicher Reihen die zweifach unendliche 
Reihe 2 Am, n , wenigstens so lange K und iK* in einem complexen 
nicht rein reellen Verhältnisse zu einander stehen, eine absolut 
convergente Reihe, die überdies die Perioden 2K und 2iK^ besitzt, 
so dass mit Rücksicht darauf, dass eine doppelt periodische Fun- 
ction, die in einem Perioden-Parallelogramm nicht unendlich wird, 
constant ist, 

■^/m, » ' (^ — "i^mK—lniKy ~ (2mK+2mK'y 
gesetzt werden kann, wenn für das Glied m = 0, n = dieser 
Doppelsumme 1 : x^ gesetzt wird. 

Die doppelte Periodicität aber ergiebt sich in folgender Weise. 

Es ist, ft und v als ganze Zahlen vorausgesetzt, 

p{x+2(iK+2viK') 

= {^' l .- -U- — ^- ^ I 



[x—2{m—ii)K— 2(71— v)iK']'^ (2mK+ %üKy ) 

= rv)M____i \ ! 

V-^^/ \{x—2mK—2niKy \2{m-\-(i)K+2{n+v)iK'Yy 

*) Wird ein einzelner Term unendlich, so ist wenigstens die Summe 
der übrigen convergent. Das Kriterium für die absolute Convergenz 

einer zweifach unendlichen Reihe (-2*)^ ^ Am, n ist das , dass sich eine 
positive, übrigens beliebig kleine Grösse a finden lasse, so dass für 



s 
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welche letzte Gleichung aus der vorhergehenden dadurch hervor- 
gegangen ist, dass für die Summationshuchstabeu m und u neue 
durch die Gleichungen m = m^-\-fi, n = w^+v eingeführt und 
nachher die Striche wieder fortgelassen sind, oder dass eine ver- 
änderte Zählung der Terme eingeführt ist. Somit kann die Diffe- 
renz p{x-{-2?nJ^+2vi^^) — p{x) in den beiden Formen geschrieben 
werden, 



[x — 2 {m—(i)K— 2 in—v) IK'^ ^ (^ _ %nK— IniK'y 
und 

1 1 



(S)' 



{2mK + IniK'y [2(m+ii)K + 2(»+i;)/^"p 

je nachdem man bei der Subtraction die eine oder die andere der 
oben für ^(a: + 2jMÄ+2m'Ä'') aufgestellten Summen anwendet. 

Aus der zweiten Form dieser Differenz geht hervor, dass sie 
constant ist, die erste Form aber liefert für x = — (iK — viK^ 
(weil sie von der speciellen Wahl von x unabhängig ist) 

p{x + 2iiK+ 2piK') —p{x) = 

\2j)mJ[2(m-i(i)K+2in-iv)iK']^ ~ [2(m-i-ifi)K+2{n+h)iK']'^^ 

Nimmt man nun in dieser Summe das Glied wi, n und das Glied 
— /w, — n zusammen, so heben sie sich genau auf, so dass diese 
Differenz Null, oder 

p{x + 2fiK+2vlK') = Pix) 
ist, w. z. b. w. 

Die Function — p(x) ist der zweite Differentialquotient des Lo- 
garithmus des zweifach unendlichen absolut convergenten Produktes 

(worin m und n alle positiven und negativen ganzen Zahlen sind, 
und nur der Factor, der m = 0, n = entspricht, fortzulassen 
ist,) so dass also 

d^ lg 0{x) 



dx'^ 



= —p(x) 



wachsende m oder n , oder m und n lim Am, n.{m, w)^+^ endlich bleibt. 
Dasselbe muss auch mit lim Am,Q mH^ und lim Ao^n n^'+^ stattfinden. 
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ist. Diese Function 0(0:) besitzt gar keine Perioden, sondern 
dafür die Eigenschaften 

ö (x + %K') = — ß2t^'(a:+A^0 ^ ^ (^^) ^ 
worin (m,/i^O, 0) 

= V___il___. = <^'(A^) 

^ ^ {2mK + 2niKy i ö {iK') * 
Durch Quotienten von J- Functionen, deren Argumente sich 
um Constante unterscheiden, multiplicirt mit einfachen Factoren 
der Exponentialfunction kann man jede doppelt periodische Fun- 
ction mit den Perioden 2Ky %K^ ausdrücken, worauf wir jedoch 
augenblicklich nicht eingehen. Denn die hier aufgestellten ö-fuu- 
ctionen, auf welche Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen 
Ebenso wie auf die J3- Function die Theorie der doppelt perio- 
dischen Functionen aufzubauen pflegt, unterscheiden sich, wie wir 
später sehen werden, von den ^-Functionen, denen der zweite 
Theil dieses Buches gewidmet ist, nur durch einen einfachen ex- 
ponentiellen Factor, weshalb es hier genügen mag, noch die 
Differentialgleichung für die Function p{x) aufzustellen. 
Die Function 

'P y"^) \^Jm, n (x — ImK— 2nKy 
wechselt mit x ihr Zeichen, während pi^ — x) == p{po) ist, was 
daraus folgt, dass in der Doppelsumme zu jeder Combination 
m, n auch eine Combination — m, — n vorhanden ist. Aus dem- 
selben Grunde ist p\K) = 0, p\iK') = 0, p\K+iK') = 0. 
Für X = 2mÄ' -\- 2nlK^ wird p^x) unendlich gross dritter Ord- 
nung und die Differenz p\x) — [ — 2 : (x — 2mK — 2niK^y] bleibt 
dort endlich. Da also die doppelt periodische Function p^x) im 
Elementar -Parallelogramm mit den Ecken 0, 2K, 2iK', 2K+2iK' 
nur für x = in dritter Ordnung unendlich wird*), so ver- 
schwindet p^x) nur für x = Kj iK\ K+iK\ Da die Summe 
der Werthe, für welche p{x) in einem Parallelogramm dieselben 



*) Von den Ecken darf immer nur eine als zum Parallelogramm 
gehörend angesehen werden, denn bringt man durch eine kleine Aus- 
biegung eine Ecke ins Innere, so fallen die andern sofort heraus. . 
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Werthe annimmt, coijgruent Null ist, so müssen die doppelt perio- 
dischen Functionen (confer. XXVin.) p{x)—piK),pix)—p(iä'\ 
pix)—p{K-{-iK') bez. für x= KyiK\ K + iK' unendlich klein 
zweiter Ordnung werden, und demnach wird das Produkt 
p{x) — p (K) .p(x) — p ijK^) ,p (x) — p (1^+ iK^) genau in den- 
selben Puncten und in denselben Ordnungen Null und unendlich^ 
als die Function [/>'(a:)]2 und kann sich deshalb von ihr nur 
durch einen constanten Factor unterscheiden. Multiplicirt man 
beide Ausdrücke mit x^ und vergleicht sie für x = 0, so fin- 
det man 

b'(^)P = \.p{x)-p{K).p{x)-p{iK').p{x)—p{K+W) 
oder 
p\x) = 2 \/p{x) —pJF) .p {x) —p{iK') .pix) —p (K+iK'). 

Es ist eine allgemeine Eigenschaft der doppelt periodischen 
Functionen zweiter Ordnung, dass das Quadrat ihrer Derivirteii 
durch einen Ausdruck dritten oder vierten Grades der Function 
selbst darstellbar ist. Um aber diese Eigenschaft für die Theorie 
der doppelt periodischen Functionen nutzbar zu machen, ist es 
nöthig, weil sie zwischen p^x) und pix) eine mehrdeutige Be- 
ziehung liefert, die allgemeinen Sätze über eindeutige complexe 
Functionen auf mehrdeutige auszudehnen, was nun geschehen soll. 
In allen bisher über eine Function der complexen Variabein 
X ausgesprochenen Sätzen ist nämlich vorausgesetzt worden, dass 
diese Function in dem Gebiete, in welchem sie betrachtet wird, 
eindeutig bestimmt sei, oder, wie man sagt, dass sie eine 
einwerthige Function von x sei. Sollen diese Sätze An- 
wendung auf mehrwerthige Functionen , wie \/x, lg x, etc. finden, 
so muss die Mehrdeutigkeit für Gebiete, in welchen sie betrachtet 
werden sollen, in irgend welcher Weise beseitigt werden. Dies 
geschieht nach R i e m a n n durch Zerlegung melirwerthiger Fun- 
ctionen in einwerthige Zweige. Die Werthe einer mehrwerthigen 
Function sind im Allgemeinen für ein bestimmtes x um ein 
Endliches von einander verschieden, und nur in einzelnen 
Puncten fallen zwei oder mehrere Werthe zusammen, oder 
werden gleichzeitig unendlich gross. Denn fielen die Werthe 
längs eines noch so kleinen Linienstückes zusammen, so müssten 
sie nach Satz XVI. überhaupt zusammenfallen, wenn anders eine 
Fortsetzung als Function der complexen Variabein x möglich ist. 
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Es findet aber diese Singularität für einzelne Punete z. B. bei 
der zweiwerthigen Function \/x für a: = und für a; = <:>: statt 
Verbindet man nun alle die Punete der o;- Ebene, für welche von 
den verschiedenen Werthen einer mehrdeutigen Function cö(a:) 
zwei oder mehrere zusammenfallen, durch eine Linie q, welche 
die Ebene nicht in getrennte Stücke zerlegt und demnach weder 
geschlossen sein, noch sich selbst irgendwo schneiden darf, so 
wird dadurch, dass man die beiden Ufer der Linie als Begrenzung 
der Ebene ansieht, von der Ebene kein Theil ausgeschlossen, 
sondern nur der Art der Bewegung eines Punctes in derselben 
eine gewisse Schranke gesetzt. Wählt man dann für einen be- 
stimmten Punct der Ebene von den verschiedenen Werthen von 
m{dc) einen aus, so wird über die stetige Fortsetzung der 
Function (wenn solche möglich ist) von dieser Stelle aus durch die 
ganze a;- Ebene nirgend ein Zweifel entstehen, wenn nur die Fort- 
setzung über keinen Theil der Linie q hinweg geschieht. Ist an 
der Stelle x = Xi a}{x) = Äi = a)(xi) aus den als verschieden 
vorausgesetzten Werthen Äi, Äi% ÄY^y,,.Äi^**^ ausgewählt, und 
hat für x=X2 co{x>2) die Werthe^2? ^ij -5Vv^2^**^ und liegt x^ 
nicht auf q, so sind diese Werthe alle um eine Grösse von einander 
verschieden, deren absoluter Betrag eine bestimmte angebbare Zahl, 
etwa 2rf, jedenfalls übersteigt, weil nur für Punete der Linie q die 
verschiedenen Werthe von (X){x) unendlich wenig von einander 
verschieden sein können. Man wird aber den Punct x^i so nahe an 
Xi rücken können, wenn anders g){x) dort stetig ist, dass die 
Werthe Z2, AV, Xa'^.-.Xi^**^ denen X,,Xi', Z/',.--^/"^ so zu- 
geordnet werden können, dass die Differenzen X^i — Tj, 
X^ — JTi', ...^2^"-^ — -^V"^ ihrem absoluten Betrage nach dort 
kleiner als 6 sind, während der absolute. Betrag der übrigen Dif- 
ferenzen Xi — Xi , X2" — Xi , etc. grösser als 6 ist, wegen der 
vorausgesetzten Verschiedenheit von Xx ^X^^ X^^,.. Xx^^K Dem- 
nach schliesst sich nur ein einziger Werth Xi an den Werth Xx 
stetig an, und es ist daher die stetige Fortsetzung von q){x) 
eindeutig bestimmt Hieraus ergiebt sich zur Festlegung eines 
eindeutigen Zweiges einer mehrwerthigen, im Allgemeinen stetigen, 
nur da, wo sie unendlich wird, unstetigen, Function fol- 
gende Regel: 

XXXI. im eine mehrrverthlge Function der complexen 
Variahein x in einwerthige Zweige zu zerlegen, verbinde man alle 
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diejenigeru Puncte, für welche von den verschiedenen Werthen von 
wix) zwei oder mehrere einander gleich oder gleichzeitig unendlich 
werden, durch eine die x- Ebene nicht zerstückelnde Linie q, 
wähle dann für einen Punct x^ einen der verschiedenen Werthe 
von a>(a:o) etwa JT© aus und betrachte für x = x^ denjenigen 
Werth von m{x^) als zu demselben Zweige wie mix^) = X^ ge- 
hörend^ welchen man dadurch erhalt, dass man eine*, die Linie q 
nirgend überschreitende Linie s von x^ nach x^ zieht und nun 
mit stetigem Vor rucken der Variabein x längs s gleichzeitig 
die stetige Aufeinanderfolge der Werthe cö(a:) bildet, bis man 
zu dem Werthe (d{x^) gelangt. 

Geht man von x^ nach x^ auf zwei einander sehr nahe 
liegenden Wegen x^Bx\ x^Cx\ welche beide die Linie q nir- 
gend überschreiten, und zerlegt diese Wege 
in sehr kleine Elemente, deren Endpuncte 
bijbiy.j von den entsprechenden ^1,^2,... 
sehr wenig entfernt sind, so wird man durch 
stetige Fortsetzung der Function a)(x) von 
dem Werthe coixo) in bi zu demselben 
Werthe gelangen auf dem Wege xj)i, als 
auf dem Wege ^0^1 ^1? da sich die beiden 
Werthe wegen der Stetigkeit der Function 
a)(x) nur sehr wenig von einander unter- 
scheiden könnten, aber Werthe* von co(x), 
die sich beliebig wenig von einander unterscheiden, im Puncte bi 
nicht vorhanden sind, weil dies nur für einzelne Puncte der 
Linie q statt hat. 

Geht man nun von bi nach &2 einmal direct, ein andermal über 
C1C2 nach &2? so wird man aus demselben Grunde in b^ beide- 
niale zu einem und demselben Werthe von oi){x) gelangen, d. h. 
also in b-i auf dem Wege ^0 ? ^j ? b-i zu demselben Werthe als auf 
dem Wege Xq^ ^i, ^ij^o ^2? ^2? oder da der Schritt Ci, bi vor- und 
wieder zurückgethan wird, auf dem Wege ^ü?^i?^2« Hieraus er- 
giebt sich unter successiver Anwendung derselben Schlussweise, 
dass man auf dem Wege XQyB,x^ und Xq^C^x^ durch stetige 
Fortsetzung von a)(x) zu einem und demselben Werthe in x^ ge- 
langt. Dasselbe gilt natürlich auch für Wege, die ein beliebiges, 
einfach zusammenhängendes Ebenenstück einschliessen, aber kein 
Stück der Linie q enthalten , weil man diese Wege durch all- 
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t»äUge sehr geringe Veränderung ihrer Oestalt in einander über- 
gehen lassen kansi. In Folge hiervon heisst die Function co(x) m 
dem durch q beschränkten Gebiete auch einändrig oder 
monodrom. 

Zu beiden Seiten der Linie q wird aber ein Zweig der 
Function mix) im Allgemeinen von einander um ein Endliches 
verschiedene^ Werthe annehmen , also unstetig sein , wenngieicii 
die Function eine stetige Fortsetzung über diese Linie hinaus 
zulässt, welche Fortsetzung dann Werthe liefert, die einem zwei- 
ten^ Zweige der Function angehören. Die Zweige einer stetigen 
Function aber setzen sich längs Linien in einander stetig fort. 

Hierzu einige Beispiele. Die Function 

— 

ist eine unendlich vieldeutige Function, da man in demselben 
Puncte x^ wie wir schon früher sahen, je nach dem Integrations- 
wege zu Werthen von x gelangen kann, die um beliebige ganze 
Multipla von 2jrt von einander verschieden sind. Aber die Zer- 
legung dieser Function in eindeutige Zweige ist gerade recht ein- 
fach. Zieht man nämlich vom Puncte x = bis zum Puncte 
X = oc eine beliebige Linie ^, die sich nicht selbst schneidet, 
nnd betrachtet diese als Begrenzung der o:- Ebene, so bildet die 
so begrenzte Ebene ein einfach zusammenhängendes Gebiet S, 
in dessen Innerm die zu integrirende Function 1 : x endlich, und 

— eine endliche und eindeutige 

1 X 

Function der complexen Veränderlichen x ist Für die Linie q 
wählen wir die positive j/- Achse und setzen fest, dass Iga: auf 
dem positiven Ufer von q, d. L auf der Seite, welche für die 
Richtung von nach oc die linke ist, für x = 1 verschwindet. 
In dem auf dem andern Ufer von ^ zu o: = 1 gehörenden Puncte 
hat dann Igo: den Werth 2jti (Satz VII.), und ein Zweig der 
Function Ig.r* wir wollen ihn den Hauptzweig (S) nennen, ist 
völlig definirt. Ist nämlich a; = r(co8T^ + /sim^-), so ist der 
Hauptwerth von Ig^r, d> h. der zum Hauptzweig gehörende Werth, 
gleich i^-i + lgr, worin d^ ein Winkel zwischen und 2jr, und 
lg r eine reelle Zahl ist. Denn da es gleichgiltig ist, auf welchem 
in S liegenden Wege wir von 1 nach x hin integriren, so können 
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wir von x nach r über die poftläve teeH« Achae (fttif dem posi- 
tiven Ufer von q) integriren, tind dann auf dem Bogen eines 
Ejreiseß, der mit dem Radius r um den Punct geschlagen wird, 
vom Puncte x ^^ r bis etm Puncte x =* r(co8^ + isim^) inte- 
griren, dann hat man 

— ändert sich aber auf jedem Integrationswege, 

\ X 

der nicht durch den Punct ;t *>«= 0, oder a: «=»= oc geht, stetig, und 
da es^ in einem Puncte denselben Werth erhält, welchen in S 
gelegenen Integrationsweg man auch einschlagen mag, so kann 
man sagen, die Function Iga: erhält in einem Puncte von 5 immer 
einen und denselben Werth, wenn sie von der Stelle x =^ \ 
(\gx = 0) ab bis zu der Stelle x =^ x IsUigs^irgend eines Weges 
in S so fortgesetzt wird, dass mit der stetigen Aenderung von x 
eine stetige Aenderung von Igx verknüpft ist 

Wir untersuchen nun die Gesammtheit der Werthe, welche 
CO = lg a; annimmt, wenn x in S herum geführt wird. Das Inte- 

y'^ dx 
— bis zu irgend einem Puncte auf dem positiven Ufer 
1 X 

von q, der Träger einer grösseren Zahl als 1 ist, erstreckt, hat 
einen positiven reellen Werth. Denn wählt man als Integrations- 
weg die reelle Achse (y- Achse), so sind alle Elemente reell und 
positiv, und mithin wächst lg x von o: = 1 an mit reellem wach- 
senden X immer reell bleibend fort und fort und zwar zuletzt 
über alle Grenzen. Denn setzt man 
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wenn v^ x'^v-\-\ ist, und beachtet, dass 

I X ^ ^' I X ^ ^' '" f 

♦A «A ^v—i 



dx 1 

X V 



ist, so folgt 



/ 






und es wächst also dies Integral mit v, also mit ot über alle 
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Grenzen ; weil die harmonische Reihe oc zur Summe hat Also 
entsprechen den Puncten der reellen Achse der o:- Ebene, welche 
Träger grösserer Zahlen als der Eins sind, in der (ö = w + vi -Ebene 
alle Puncte der positiven reellen Achse (w- Achse) von bis + oc 
und zwar jedem Puncte x ein Punct co, und jedem Puncte o> 
ein Punct x. Denn da oo = lgx nur zunimmt nie abnimmt, wäh- 
rend X von 1 bis oc wächst, so kann co keinen Werth zwischen 
und oc zweimal annehmen. 

Durchläuft x alle Puncte auf dem positiven Ufer von 1 bis 0, 

— nimmt immer ab 

und ist reell. Eine ähnliche Schlussfolge wie die obige, oder die 
Substitution a;=l:g, durch welche \gx in — Igg übergeht, 
zeigt, dass Iga;, wenn x von x == 1 bis x = immer reell 
bleibend abnimmt, alle reellen Zahlen von bis — oc einmal 
und nur einmal durchläuft Demnach entsprechen allen Puncten 
der positiven y- Achse auf dem positiven Ufer von q zwischen 
und oc alle Puncte der reellen Achse in der co- Ebene von — oc 
bis + oc einmal und nur einmal und umgekehrt. 

Den Punct der co- Ebene, welcher einem beliebigen Puncte 
der o;- Ebene entspricht, wenn diese durch die Linie q begrenzt 
gedacht wird, der also zum Hauptzweig gehört, erhält man aus 
der Gleichung 

CO = \gx = i^-i + lgr, 
wo o: = r(cosi9' + esin^) gesetzt ist So entsprechen den Puncten 
des negativen Ufers von q alle Puncte einer Linie in der co-Ebene, 
die der w-Achse pai*allel ist, und die v-Achse im Puncte co = 2jti 
{v = 2jt) trifft, weil dort o; = r(cos2jr + isin2jr) ist, oder weil 
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der Logarithmus um 2jci wächst, wenn x von einem Puncte auf 
dem positiven Ufer von q um den Punct herum auf das nega- 
tive zu demselben Puncte geführt wird. Den gegenüberliegenden 
Puncten der Linie q in der o;- Ebene entsprechen in der cö- Ebene 
gegenüberliegende Puncte der beiden durch die Gleichungen v = 0, 
und v = 2jt in rechtwinkligen Coordinaten (w, v) gegebenen paral- 
lelen Linien. Zieht man um den Anfangspunct der Coordinaten 
mit dem Radius q einen Kreis, so entsprechen den Puncten dieses 
Kreises die Puncte der der j^- Achse parallelen Strecke zwischen 
C9 = Igp und ö? = Igp + 2jrj einmal und nur einmal, weil der 
Punct CO auf dieser Strecke immer nur vorwärts rückt, während 
X auf jener Peripherie vorwärts geht. Dieser Kreis schneidet die 
beiden Ufer von q rechtwinklig, die Strecke die diesen Ufern 
entsprechenden Linien (u und u + 2m) ebenfalls. Dem Einheits- 
kreise entspricht die t?- Achse zwischen und 2m. Den Puncten 
ausserhalb des Einheitskreises entsprechen Puncte mit positiv 
reellem Theile, den innern Puncten Puncte mit negativ reellem 
Theile. Den Puncten einer Geraden der a;- Ebene durch den 
Anfangspunct, welche mit der y- Achse den Winkel a bildet, ent- 
sprechen die Puncte einer der w- Achse parallelen Geraden, welche 
die «; -Achse im Punct v = a oder co = ai trifft (u + ai in der 
Zeichnung), und zwar jedem Punct der einen Linie ein Punct 
und nur ein Punct der andern. Daraus geht hervor, dass jedem 
Puncte des Gebietes -S", d. h. der durch q begrenzten a;-Ebene ein 
Punct und nur ein Punct des Parallelstreifens der cö- Ebene 
zwischen der w- Achse und der Linie v = 2jt entspricht und 
umgekehrt. Ausserdem besteht überall in diesen Gebieten Aehn^ 
lichkeit in den kleinsten Theilen, so dass entsprechende Curven 
sich unter gleichen Winkeln schneiden, wie wir schon oben bei 
einem Kreise sahen, ausgenommen an den Stellen o; = und 
X = oc^ weil an der einen Stelle €ö'(a;) = 1 : o; , oo an der 
andern wird. 

Setzt man nun die Function co(x) = \gx über die Linie q 
hinweg stetig fort, z. B. zunächst so, dass man x vom Puncte 1, 
wo CO = ist, in einer beliebigen Curve in S um den Punct 
herum aufs negative Ufer von q führt, und mit Beibehaltung des 
dort erlangten Werthes von lg x über q hinweg * zum Puncte x 
fortschreitet, so erhält man dort einen Werth von Iga:, der von 
dem Werthe, der zu S gehört, um 2m verschieden ist. Führt 
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man ntin wieder x in der ganzen Ebene herum, ohne q zu tiber- 
schreiten, 80 erhält man überall voJlkommen' bestimmte Werthe, 
die zusammen einen zweiten Zweig der Function lg x ausmachen, 
wir wollen ihn mit S^ bezeichnen. Die stetige Fortsetzung besteht 
also darin, dass man S^ auf dem positiven Ufer von q die Werthe 
giebt, die S auf dem negativen hat. Dieser Zweig bildet sich in 
der CO -Ebene auf den Streifen zwischen den Linien t; = 2:;r, und 
v == 4jr (in der Zeichnung u+^Jtij w-|-4jr), welcher sich lücken- 
los an den früheren Streifen anschliesst, ab. Setzt man diesen 
Zweig in derselben Weise über die Linie q fort, indem man dem 
Zweige S-i die Werthe auf dem positiven Ufer von q zukommen 
lässt, welchen S^ auf dem negativen hat, so bildet sich dieser 
Zweig auf den Streifen zwischen v = ^Jt und v = ^Jt ab, etc. 
Ebenso gelangt man zu einem neuen Zweige der Function Igo:, 
den man mit Ä_i bezeichnen wird, indem man diesem Zweige auf 
dem negativen Ufer von q die Werthe zuertbeilt, die S auf dem 
positiven hat Die Werthe von Igo; in Puncten dieses Zweiges 
unterscheiden sich dann von den Werthen des Hauptzweiges 
offenbar um — 2:7ri, und es bildet sich dieser Zweig in der co-Ebene 
auf den Streifen zwischen der Linie u und u — Im conform ab. 
Ebenso bildet man die Zweige 5—2, ä-s etc. Jeder Zweig 5, 
Syy 52 , . . . 5—1 , 5-2 , . . . ist eine längs q unstetige Function von 
Xj weil sich die Werthe derselben auf beiden Ufern um 2^i 
unterscheiden, während die gesammte Function Igo; nur im Puncte 
ä; = 0, und o: = c» unstetig ist, denn eben da, wo ein Zweig 
unstetig wird, setzt sich die Function Igx in einen benachbarten 
Zweig stetig fort. Entwickelt man z.B. den Hauptwerth von 
lg X nach Potenzen von x — a in die Reihe 

, , , X — a {x — ay , (x — af , 

worin a zu einem Puncte auf dem positiven Ufer von q gehören mag, 
so convergirt die Reihe für alle Puncte im Innern eines Kreises, des- 
sen Mktelpunct a ist, und dessen Radius a ist. In der einen Hälfte 
dieses Kreises gehört aber die durch die Reihe dargestellte Function 
zum Hauptzweige 5, in dem Theile auf der negativen Seite von q 
«um Zweige 5_i , weil dieser die stetige Fortsetzung des Zweiges 5 
in dieser Richtung ist und eine convergente Potenzreihe immer 
eine stetige Function darstellt. Die Linie q hat auf die Function 
lg X keinen -directen Einfluss, sondern nur auf ihre Eintheilung 
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in Zweige. Durch Verschiebung dieser Linie werden Theile be- 
nachbarten Zweige zu andern Zweigen versetzt, ohne dass die 
Function selbst irgend welche Aenderung erlitte. !Nimmt man 
z. B. die negativ imaginäre Achse zur Linie q und definirt den 
Hauptzweig durch die Gleichung lg 1 = , so stellt die durch 
die obige nach Potenzen von x — a fortschreitende Reihe in ihrem 
ganzen Giltigkeitsbereiche den Hauptzweig von Iga: dar, weil 
die ganze Viertelebene zwischen der positiv reellen und negativ 
imaginären Achse zum Hauptzweig vom früheren Zweige S^\ hin- 
zugekommen ist, während ein entsprechender Theil vom früheren 
Zweige S an den neuen Zweig Si abgegeben ist. Alle Sätze über 
eindeutige Functionen gelten auch für die (eindeutigen) Zweige 
einer mehrdeutigen Function. Lässt man die Linie q ganz fort, 
d. h. theilt man die Function Igo; nicht in eindeutige Zweige ein, 
so gehören offenbar zu einem Punkte x unendlich viele Werthe 
von CO == \gx nämlich \^x -\-%nM^ wenn Iga: ein auf irgend 
welchem Wege erlangter Werth von Igo: und m eine beliebige 
ganze positive oder negative Zahl ist. Einem Punkte der a;- Ebene 
entsprechen unendlich viele um ^Jt in imaginärer Richtung von 
einander abstehende Puncte, während umgekehrt einem Werthe von 
CO immer nur ein einziger Werth von x entspricht. Allen um 
Im von einander verschiedenen Werthen von m entspricht ein 
und derselbe Werth von x. Wenn man also x als Function von 
o> ansieht, so ist x eine periodische Function von co mit 
der Periode 2jre, weil x{a} + ^m) = x{a>) ist. Man pflegt 
aber die Umkehrung von \^x = cd mit a; == e^ zu bezeichnen, 
und erkennt die üebereinstimmung dieser Function mit der ge- 
wöhnlichen Exponential- Function aus der Gleichung e^^ .e^^ = 
^ö>i+w2^ die so bewiesen wird. Ist e^' = x^, e^^ = X2, bo ist 

coi = IgXij o>2 = lgX2 und a)i + G>2 = lga;i+ lga;2 = Ig^i «^2? 
also x^.X2 = e ^i+ö>2 = gO>i , ^cö^^ ^ ^ ^ ^ jy^^ fernere Rech- 
nung ist bekannt (confer. pag. 36). 

Als ein neues Beispiel der Zerlegung einer vieldeutigen Func- 
tion in eindeutige Zweige wählen wir die w-werthige Function 

1 

CO = x" 

worin zunächst n eine ganze Zahl sein mag. Ist für ein speciel- 
les X CO ein Werth dieser Function, so sind die übrigen in der 

Form CO (cos 2—jci + i sin 2 — jci) enthalten, wenn m eine beliebige 
^ n n ' ö 

Thoma€, Theorie d. eompl. Iktnet. 8, A^fi. ^ 
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ganze poi^itive «der negafm ZaM iet Et gidbi aber wegea der 
FerMicität der Coe- und Siatbsla&ctioB nur n verBchiedene Wertlie 
von €» Ittr jedes Xy und dies« sind ttberall mm ein EndlieheB von 
eiuandear veriehieden, ausser Ar a; =» und a?=«:. Du»cb- 
läaft X eine beliebige Gerade^ weloke durch den Punct a;a»8 geb% 
so dareblaufen die Werthe von o> gleickzseitig n Gerade, welche 
aUB durch den Punct ao =« gehen, und in ihrer Richtung je 
um den Winkel 2ar : n van einander verschieden sind. Ist der 
Wiüfcel den die Gerade der or-Ebene mit der reellen Achse madit 
fö, «o sind die enifsprechenden der a>- Ebene (« : n) + {2mjt:n), 
TV)orin man filr ?n jede ganze Zahl nehmen kann, aber offenbar 
nur 0,1,2, .. n — 1 zu setKen braucht 

fet di« Function ö> an der Stelle x^ gleich «Oq gegeben, 
d'. h. ein ^stimmter von den n dort möglichen Werthen für a>ö 
äHfigeVrählt , und ist ein Weg zwischen Xq und Xi gegeben, und 
wM man wissen, zu welchem Werthe coi von w man gelangt, wenn 
mAn €0 mit x Itng« diese« Wegs stetig abändert, so braucht man 
nur äu w»»en, wie oft ^ser Weg (^) sich um den Punkt a;«»=d 
in der einen oder der anderen Riehtung herumwindet. Mian kann 




nämlich diesen Weg (g) durch jeden andern (^') ersetzen, der 
sich eben so oft in derselben Richtung um den Nullpunkt win- 
det. Denn in dem zwischen (g) und (^') liegenden Ebenenstücke 
findet sich kein Punkt vor, für welchen zwei der verschiedenen 
Wßrthe vorn eo Ättsammenfielen. Wollte man auf dem Wege {jg) 
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Bach der pag. 74» gegebenen Vorschrift mit x in so kleinea Ab- 
ständen vorwärts gehen ^ dass man über die für die Reihenfolge 
der Puncte x zu wählenden Werthe von cö in Folge der stetigen 
Aufeinanderfolge derselben nirgend in Zweifel geriethe, so wäre dies 
jedenfalls ein complicirtes Verfahren. Ersetzt man aber den Weg 
g durch einen Weg h , der von .To == r© (cos ^o + ^ sin ^o) bis 
zum Puncte x' = rj (cos ^o + ^ sin %'^ aus einer Geraden be- 
steht und vom Punct x' bis zum Punct x^ = ri (cos d^i + isimÖ-i) 
aus einem Kreisbogen, der sich ebenso oft als g um den Punct 
herumwindet, so findet man auf diesem Wege den Werth a)i, 
der durch stetige Portsetzung erhalten wird, viel leichter. Denn 

auf dem Wege von Xq bis x^ ändert sich von a> = 

_i i 1 

*.n (cos— ^ + isin — i^) der absolute Betrag allein, und o hat da- 
^ n n 



her im Puncte x^ den Werth 
1 



^1 



wenn <0o =^ ^o** 
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n n 
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n n 
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war, weil 



bekanntlich die reellen Werthe der ?iten Wurzel aus einer reellen 

Grösse eine stetige Function bilden. Auf dem Wege von x^ bis 

a?! aber ändert sich ^ allein, und wenn sich daher der Kreis m 

mal ganz um den Punct Null windet, so ist 
1 



Cöi 



cos 



n n 



+ i8inti^i+2^^±^^ 
n n 



1 1 

weil cos — d- und sin — ^ stetige Functionen von d- sind. 
n n 

Solche Hilfsmittel, die stetige Fortsetzung einer mehrdeutigen 
Function zu finden, sind nur in speciellen Fällen vorhanden, im 
Allgemeinen muss man sich dazu der Taylor'schen Reihe, nach 
der Anleitung die auf Seite 45 gegeben ist, bedienen. 

Zieht man nun in der a;- Ebene eine beliebige sich nicht 
schneidende Linie q , welche die beiden einzigen singulären Puncte 
o; = und. ..x = oc mit pinander verbindet, und nehmen wir für q 
die positive «/" Achse, nennen die so begrenzende Ebene S und 
setzen 07 =\ für x = \ auf dem positiven Ufer von ^, so ist da- 
mit ein Zweig der w-werthigen Function oj{x) völlig definirt. 
Durchläuft x das positive Ufer von ^, so durchläuft co die posi- 
tiv reelle Achse einmal und nur einmal, durchläuft x von bis <x? 

6* 
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das negative Ufer von q, so durchläuft co die Gerade, die mit der 
reellen Achse der (O - Ebene den Winkel 2:?r : n macht, einmal und 
nur einmal. Bezeichnen wir die Winkelfläche zwischen diesen bei- 
den Geraden mit H, so entsprechen sich die Puncte von S und 2 

eindeutig. Die ganze o:- Ebene wird demnach durch den Zweig S 

1 

der Function (d=x^ auf den /iten Theil der o>-Ebene, auf den 
Winkel -2* in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet, ausgenom- 
men im Puncte :t' = und x= o^. Denn bildet mau 2 auf S durch 
die Gleichung x = co" ab, so ist die Abbildung conform ausser für 
ü>=0 (x=0) und (»=c^ (;r = oc), weil a?" eine Function der 
complexen Variabein o? mit dem Charakter /* in -2 ist. Ist aber 
2! conform S, so ist auch S conform 2J.*) Setzt man die Fun- 
ction CO stetig über q in einen zweiten Zweig Si fort, indem man 
diesem Zweige auf dem positiven Ufer von q die Werthe zuertheilt, 
die der Hauptzweig S auf dem negativen hatte, so ist dieser nun 
völlig bestimmt. Es wird durch diesen zweiten Zweig 5i die ganze 
ic-Ebene auf einen Winkel J^i der o-Ebene (im Allgemeinen con- 
form) abgebildet, der zwischen zwei Geraden liegt, die mit der re- 
ellen Achse der co-Ebene die Winkel 2jt : n und Ajt : n machen 
und der seine Spitze im Puncte Null hat, und sich lückenlos an 
den Winkel 2 anschliesst. In derselben Weise setzt sich der 
Zweig Si in den Zweig ^2 stetig fort u. s. w., bis man einen Zweig 
Sn—i erhält, welcher die a:-Ebene auf eine Winkelfläche 2nr-\ der 
Cö-Ebene abbildet, die zwischen einer Geraden durch den Anfangs- 
punct, die mit der reellen Achse den Winkel 2jr : n macht, und 
der reellen Achse selbst liegt. Setzt man auch diesen Zweig über 
q in derselben Weise stetig fort, so erhält man den Hauptzweig 
S wieder. Man kann natürlich auch den Hauptzweig S stetig so 
fortsetzen, dass man einen Zweig S—\ bildet, indem man diesen 



•) Das Innere der Winkelfläche ^ zwischen der positiven reel- 
len Achse der (w-Ebene und der Geraden durch den Anfangspunct, wel- 
che mit ihr den Winkel n : n macht, bildet sich durch die Function a:=a> 
auf die Haibebene conform ab, welche wiederum durch reciproke Radii 
vectores (siehe pag. 23) auf das Innere eines Kreises abgebildet werden 
kann, so dass also die Winkelfläche mit dem Winkel tcih leicht, (z. B. 

durch die Gleichung x= iCziÜ — i auf das Innere eines Kreises abge- 

bildet werden kann. 
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auf dem negativen Ufer von q die Wertlie zuertheilt, die S in 
denselben Puncten auf dem positiven Ufer hat, dieser Zweig ist 
aber offenbar identisch mit dem Zweig Sn—\ und bildet die x- 
Ebene eindeutig auf die Winkelfläche -S^-i ab. Jedem Punkte 
der ;r -Ebene, wenn man den Zweig nicht angiebt, entsprechen n 
Puncte der o^ - Ebene , wird aber noch der Zweig, dem er angehö- 
ren soll, hinzugefügt, so entspricht ihm nur ein Punct der Ebene 
tö. Jedem Puncte co entspricht ein Punct der ar-Ebene, weil x=^o/* 
ist. Durchläuft aber co einen um den Anfang der Coordinaten 
gezogenen Kreis mit dem Radius q [also ist (o = ^(cosgp + isin^)], 
80 durchläuft x einen Kreis mit dem Radius r = q** (so dass 
also X = Q^iaoü n(p -f /sinwgp) ist) n mal. 

Auf die Zweige einer mehrdeutigen Function kann man, weil 
sie eindeutige Functionen sind, die früher für diese Classe von 
Functionen bewiesenen Sätze anwenden, und man reicht damit bei 
Behandlung mehrdeutiger Functionen vollkommen aus. 

Bei Behandlung algebraischer Functionen ist es jedoch viel- 
fach von grossem Nutzen , die Veränderliche x anstatt auf eine 
Ebene, auf eine sogenannte Riemann'sche Fläche zu beziehen. 

Der Einfachheit halber sei w = 2, also co = |/ar, so dass diese 
Function aus nur zwei Zweigen besteht, die sich durch das Vor- 
zeichen + unterscheiden. Ueber der a:-Ebene denken wir uns zwei 
Ebenen S, 5| ausgebreitet, die beide durch die Lhiie q begrenzt 
sind, von denen also die eine den einen Zweig der Function /a:, 
clie andere den andern Zweig repräsentiren kann. Nun denke 
man sich aber die Linie q nicht als Begrenzung der beiden Ebe- 
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> »en 5 und 5i^ sondern uur als Bezeichnung für die Stelle, an 

welcher die eine Ebene in die andere stetig übergeht. Führt 
man den Punct x im obem Blatte S über die Linie q an der 
Stelle a in positiver Richtung d. h. vom negativen zum positiven 
> Ufer, so geht derselbe in das untere Blatt S^ über, wie in der 

Figur durch eine punctirte Linie angedeutet ist, und er befindet 
sich an der Stelle x^ im Blatte Ä. Geht man an der Stelle h noch 
einmal in derselben Richtung über ^, so gelangt der Punct in 
das obere Blatt oder den Zweig S zurück, und befindet sich im 
Punct o:" im oberen Blatte. In der That, setzt man oj==[/a; = 

r (cosit9^ + isinii^) und durchläuft x einen Kreis vollständig, ao 
dass ^ um 2:7r wächst, so geht x einmal über q und a> erhält 

den Werth r [cosCid" +^) + «*sin(2^+:7r)j = -r-r (eosi^+Zsini^) 
also den zweiten Zweigwerth, und durchläuft ^ diesen Kreis noch 

JL 

einmal, so erhält <ö den Werth r [co8(i^+2^)+2»in(i#+2jr)] = 

r (cos i^ + i sin i^), also den ersten Zweigwerth wieder. Geht man 
(bei c) über q vom positiven zum negativen Ufer, indem man etwa 
von Xq ausgeht, und x nach x^ hinfühi*t, so gelangt man aus dem 
obem Zweig S in x^ ebenfalls in den untern Zweig In der That 
durchläuft >^ die Werthe von d- bis ^ — 2:^, so sind die bei- 
den Werthe. von <ö die, zum Anfang und Endpunct gehören, 

r^(cos id- + i sin id-) und r'*[cos(l^ — Jt) + i m\{id^ -r- üi)\, 

= — r'(cos Ji9^ + i8ini^), und gehören also verschiedenen Zweigen 
an, durch ein^n nochmaligen Umlauf gelangt man aber zum ersten 
Zweige zurück. Da man also durch zweimaliges Ueberschreiten 
der Linie q in derselben Richtung aus dem ersten Blatte ins 
zweite, und dann zum ersten Blatte zurückgelangt, so muss man 
annehmen, dass längs q sich das erste Blatt ins zweite, und dann 
in derselben Richtung wieder das zweite ins erste continuirlich 
fortsetzt, was nur mögllich ist, wenn sich die beiden Blätter dort 
gegenseitig durchdringen. Diese Vorstellung macht dem Anfanger 
vielleicht Schwierigkeiten, weshalb besonders darauf aufmerksam 
gemacht wird. Ein Querschnitt, welcher auf der Linie q senk- 
recht steht, wird etwa die beigezeichneto Ansicht darbieten. 
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Biese, aus den beiden Blättern S und S^^ btötekende, die a:- 
£bene überall doppelt bedeckende Flftcbe, nennt man eine Riesianii'* 
sehe Fläcbe. Die Ebepe co und die Fläche entsprechen sieh eim* 
deutig; denn obgleich zwei Werthe von (o zu einem Werthe von x 
gehören, so liegen doch zwei Pnncte der Riemann^schen Fiäehe 
über jenem Puncte x der a:-Ebene, und zu dem einen gehört der 
eine Werth von cOy zu dem andern der zweite Werth. Das eine 
Blatt bildet sich in die Halbebene {<&) ab, welche von der re^iten 
Achse begrenzt wird^ und die positiv imaginäre erhält, das andei^e 
Blatt auf die Halbebene, welche die negativ imaginäre Achse enthält 

XXXU. Verzwetgungsputiete. Fallen in einem Pwikte zwei 
o4er mehrere Werthe <fer mehrwerthigen Function, ca{x) zusammen 
($0 dass. die im Allgemeinen n-werthige Function dort weniger afs 
n verschiedene Werthe hat,) imd isi iJ^ Werth auf dem einen Ufer 
einer von ihr ausgehenden Linie vm ein Endliches verschieden von 
dem Werthe der stetigen Fortsetzung der Function auf dem aindern 
Ufer dieser Linie, wenn diese Fortsetzyng längs der r^atürU^hm 
Begrenzung des Punctes geschieht, so heisst dieser P^nct ein Ver- 
zweigtmgsßunct der Function cö(a:). 

Man sagt, ein Zweig einer Function setze sich um den Yer- 
zweigungspunct herum in einein zweiten Zweig fort, weil man da- 
durch den Punct x aus einen^ Zweige in den andern führt, dass 
man ihn um jenen Punct vollständig herumführt. Von Verzweig- 
ungspuncten kttnn man reden, gleichviel ob man eine Function 
in ihre einzelnen Zweige zerlegt, oder ob man diese Zweige zu ei- 
nem einzigen Flächengebilde zusammenfügt. Für die Function lg x 
sind die Puncte x==^, nn4 x=^oc yer8weigung9pnncte> weil 
man durch jeden Umgang um einen dieser Puncte in einen neuen 
Zweig gelangt. Für die Function \/x sind ebenfalls und oc 
die Verzweigungspuncte. Die Verzweigungspunete gebö^ep ^itttt 
Fuflction als Eigenthümliehkeiten an, während die sie verbindi^n- 
den l»i»ien q in vieler Beziehung der WiUkür ^tnterworfen sind. 
Fügt man die Zweige einer Function m 0iner Rietnann'scb6n 
Fiäehe zusammen, so kann man ein Stück der Fiäehe, welebOs 
^nep Verzweigungspnnct enthält, weh wie eine Scbraubenfläehe 
vorstellen, nur dass der letzte Schraubengang durch die andern 
hindurch sich in den ersten stetig wieder fortfle^t. Die Höh6 
des Sehraubenganges kann man sieh als verschwindend klein vor* 
steUißn, Wind^ $iob die Fläche nur awe^mal um einen aolehtn 
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Punct, so heisst er ein einfacher Verzweigungspunct, win- 
det sie sich ^+1 mal um diesen Punct, so heisst er ein ^-faeher. 
Im ersten Falle gelangt man durch Herumgehen um den Punct in 
einen zweiten Zweig und beim zweiten Umgange in den ersten 
zurück. Im zweiten Falle gelangt man durch fi + \ Umgänge der 
Reihenach in einen zweiten, dritten, ..., ,M+lten Zweig, und erst 
nach ^+1 Umgängen in den ersten Zweig zurück. Der Verzwei- 
gungspunct x = der Function Igo: ist ein unendlich vielfacher, 
weil man um ihn herum immer in neue Zweige gelangt. Man 
nennt solche Puncte auch Windungspuncte. 

Um nun die bei mehrwerthigen Functionen auftretenden 
Verhältnisse noch näher an einem speciellen Beispiele kennen zu 
lernen, betrachten wir die zweiwerthige, für die Theorie der ellip- 
tischen Functionen besonders wichtige Function, 

R(x) = i/(l— x2) (1—^2^2), 
sie zunächst in, Zweige zerlegend, sodann aber auch diese Zweige 
zu einer Biemann'schen Fläche zusammenfügend. Die Puncte der 
iT-Ebene, für welche die beiden im Allgemeinen verschiedenen 
Werthe von B(x) in einen zusammenfallen, oder gleichzeitig un- 
endlich werden, sind 

_ , _, 1 L 

^ ' ' IT' k ^ ^ ' 

1 
Deshalb ziehen wir von 1 nach — eine Gerade »^i und ebenso 

1 1 

eine Gerade ^2 von 77 bis — 1 , jand von -r- eine, etwa der 

rC n 

positiven ideellen Achse parallele Gerade q^ ins Unendliche (+oc), 

— 1 
und _ von — t~ eine, etwa der negativen y- Achse parallele Gerade 

^" ins Unendliche ( — oc). Wir denken uns aber, wie früher 
festgesetzt wurde, die a;- Ebene als die Obei'fläche einer Kugel? 
deren Radius über alle Grenzen gross ist, so dass die Ebene als 
eine geschlossene Obei*fläche anzusehen ist, welche einen und nur 
einen unendlich fernen Punct besitzt Bei dieser Vorstellung tref- 
fen die Linien q^ und ^" im unendlich fernen Puncte zusammen 
und bilden q\j q% q'\ q^ zusammen einen einzigen continuirlichen 
Zug, der mit q bezeichnet werden soll, welcher die a:-Ebene nicht 
zerstückelt. — Will man diese Vorstellung der Ebene nicht be- 
nutzen, so kann man q\ ^" durch einen (unendlich) grossen Halb- 
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kreis geschlossen denken^ was jedoch weit weniger bequem ist — 
Nun definiren wir einen Zweig Bi(x) so, dass für x = R{x) 
den Werth 1 hat, 



-oo 



V 



a^ 




1 




••■oo 



+* 






[Äj(0) = 1], den andern so, dass für x-=0 B(x) den Werth — 1 
hat [Ä2(0) = — 1], und dass die stetigen Fortsetzungen von 
Riix) und B2i^) nirgend über die Linie q hinweg geschehen. Die 
beiden Zweigwerthe von Il(pc), also JRiix) und Ä2(^') unterscheiden 
sich in jedem Puncto durch das Vorzeichen. Setzen wir den Zweig 

R^(x) = i/(l — a;2) (1 -~ k'^x^, Ät(0)=l 
stetig fort, ohne die Linie q zu überschreiten, so ist dieser Zweig 
völlig bestimmt. Um die Werthunterschiede dieses Zweiges zu 

beiden Seiten der Linie q<i kennen zu lernen, setzen wir einen 

dl 

Augenblick 1 +x = re^\ also Ri{x) == r'Ke ^ . /(l — x) ( 1 — k^x^), 
und betrachten die Function nur für so kleine r, dass ein mit r 
um den Punct — 1 als Mittelpunct geschlagener Kreis dessen na- 
türliche Begrenzung bildet, worunter hier zu verstehen ist, dass 

keiner der Puncte -7-, r-, 1 im Innern des Kreises enthalten 

k^ k^ 

ist Für ^ = Oista; = — 1+r, und da dort der Zweigwerth 

von Bi{x) = [/(l — x^)(\ — k'^x'^) völlig bestimmt ist, so ist auch 

der Zweigwerth der Function /(l — x),(i — ä%-) völlig bestimmt 
(Ist k reell und kleiner als 1, so hat Riix) dort einen positiven 
reellen Werth.) Diese zweiwerthigc Function hat im Innern der 
natürlichen Begrenzung des Punctes — 1 keine Stelle, für welche 
ihre beiden Werthe zusammenfielen, und hat für alle Puncte der 
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Peripherie d<» Kreise« r, msof^v si^ «tetig ft>rtge»et£t wird, önr 

einen Wei*th. Hingegen nimmt der Factor r ,e , wenn mau 
von ^ = aus ^ dadurch stetig ändert, dass man einmal in po- 
sitiver, einmal in negativer Richtung auf der Peripherie bis zu 

dem Puncte x== — \+re ^ vorgeht, in positiver Richtung den 
Werth ri e^^'\ in negativer Richtung den Werth ri^4(^i— 22r)i ^^ 
— r^^i^i«' an. Dami^ die Linie ^2 nicht überschritten werde, darf 

für X = — 1 + re^^^ nur e i n Puact gewählt wferdea^ iiämlich der, 
welcher auf ^2 li^^gt, und es folgt aus dieser Betrachtung, dass 
der Zweig Ri{x) für die Puncte des einen Ufers von q^ Werthe 
besitze, welche sich von denen für die auf dem andern Ufer ge- 
genüberliegenden Puncte durch das Vorzeichen, mithin da, wo 
JRiix) nicht ist, um eine endliche Grösse unterscheiden. Dies 
findet wegen der Stetigkeit der Function i?i(ar) längs der ganzen 
Linie ^2 statt. (Ist k reell und kleiner als 1, so ist ^i=jc und 

— 1 
Ri hat m£ dem Ufer, welches für die Eiehtung von -77- bis — 1 

K 

das linke ist, positive rein imaginäre, auf dem andern Ufer nega- 
tive imaginäre Werthe.) Setzt man Bi(x) über die Linie q-^ stetig 
fort, so gelangt man zu den Werthen des Zweiges 



R^(x) = ^(\—x^)(\—k'^x'^), Rn{0) = — 1. 

Betasen wir tum Riix) stetig auf d«R beiden Ufern von ^ 
fort, bis in die Nähe von — —." und setzen wiederum einen 

Augenblick vT ==? T '^ ^^^* ^^^ nehmen r so klein , dai»8 ein 

um — -r- als Mittelpunct mit dem Radius r geschlagener Kreis 

dessen natürliche Begrenzung bildet, so ist auf diesem Kreise 

jR\(x) == rV /(l — x'^)(i — kxyk und die beiden Wei-the auf den 
verschiedenen Ufern von qi, wenn dort ^=^1 ist, sind r^g^^**'. 

\/ (^[—xr){i—kx)k und — rM^»«.l/(l — •^*^) (i— Ä^)^ auf de» 
beiden Ufern von q^% wenn dort ^=*% '»t? bat Bi(x) die Wei'the 
/•M^V(1 — 0:2) (1 — ^2^ i^^d rhi^^^'-^''^'\/{\—x^)(i—kx)k = 
ri^h%^\/( \ —Qs'^) ( 1 —kxjky weil m^n auf das eipte Ufer durah 
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eine positive ; auf das andere dttreh eiive negative Drehung 
um 1 : k von ß-^ aus gelangt, und hat somit anf beiden 
Ufern einen und denselben Werth. Dasselbe findet we^en der 
Stetigkeit vpn Ri{x) längs der ganzen Linie ^" statt. (Ist k 
reell und kleiner als 1 , so ist #2 == -^^ ^i =^ ö? woraus fo^lgt, 

dass für reelle Werthe von x, welche < —7- sind, Ri(x) negativ 

reell ist) Da sich aber über diese Line hinweg Bi(^) stetig in 
sich selbst fortsetzt, so kann ^" ganz fortgelassen werden, ohne 
dass der Zweig Ri(x) aufhört bestimmt zu sein. Eine gan:? gleiche 
Betrachtung ergiebt, dass Iii(x) zu beiden Seiten der Linie qi 
durch das Vorzeichen von einauder verschiedeije Werthe besitzt? 
und sich über qi hinweg stetig in den Zweig B^(x) fortsetzt, hin- 
gegen über die Linie ^' sich stetig in sich selbst forfcjet^t, so dass 
auch <?' fortgelassen werden kann. (Für reelle /r < 1 ist Bi{x) 

für reelle o; < 1 positiv reell, für reelle x zwischen 1 mud -^ 

auf dem positiven Ufer von qi negativ imaginär, für reelle x > 
1 
-, aber negativ reell) 

Ganz dasselbe gilt nun auch für den Zweig ft^{x) ===^ 
\/{\ — 0:2) (1 — k'^x^ ^2(0) = — 1, so dass jeder Zweig ei«e 
vollständig bestimmte Function der 0:' Ebene ist, wenn man diese 
durch die Linie qi und ^2 begrenzt, und zwar nehmen diese Func- 
tionen jede zu beiden Seiten von </i und ^2 ^^ ^^^ Endliches von 

1 
einander verschiedene Werthe an. Die vier Punete t, — 1, — , 

1 
— — sind \ erzweigungspuuQte der aweiwerthigen Function 

B(x), weil ftlr sie die Werthe Äi(a?) und R-ii^) zusammenfallen 
und in jeden eine Linie einläuft, über welche hinweg ein Zweig 
sich unstetig ändert. Für x=^ hingegen findet keine VeiÄweig- 
ung statt, obgleich dort beide JJwejge unendlieh werden. Denn 
fiihrt man die Variabele x über einen so grossen Kreis, dass er 
als die natürliche Begrepi&ung des Punetes x = x angesehen wer- 
den kann, so nimmt jeder Zweig Ri(x) und R-xi^), wenn mau ihn 
längs dieses Kreises stetig fortsetjit, tiberall nur einen einüwgen 
Werth aut 
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Das» für das Vorhandensein eines Verzweigtingspunctes an 
einer Stelle x=0 das Zusammenfallen der verschiedenen Werthe der 
Function allein kein ausreichendes Kriterium ist, ersieht man bei der 
Function B{x) an der Stelle a:=^, bei der Function (x — a) R(x) 
aber an der Stelle x = awo beide Werthe sind, während sich um 
den Punct x=a herum nicht ein Zweig in den andern fortsetzt, weil 
die Factoren x — a und R(x) (ö^± 1,± x) dort einändrig sind. 

Jede rationale Function von j; und R(x) ist wie R(x) ver- 
zweigt. Das heisst, ein Zweig einer solchen Function ist völlig 
bestimmt, wenn mau die a:-Ebene durch die Linien qi und ^2 be- 
grenzt, und die Werthe der Function, wie sie den einzelnen Zwei- 
gen angehören sollen, für einen bestimmten Punct, etwa für a:=0, 
angiebt. Denn eine rationale Function von x und R(x) kann 
sich über Linien hinweg nur da unstetig ändern, wo dies mit R{x) 
der Fall ist, und nimmt fttr jedes gegebene Werthpaar [xj R(^)] 
nur einen einzigen Werth an. Sollten daher für bestimmte von 

± 1? ± . " vei*8chiedene Puncte x die beiden Werthe jener Func- 
tion zusammenfallen, so kann doch in diese keine Linie einlaufen, 
zu deren beiden Seiten die stetige Fortsetzung der Function um 
ein Endliches von einander verschiedene Werthe besässe, in welcher 
Linie fttr ein einziges Werthepaar [Xy Ä(a:)] zwei verschiedene 
Werthe vorhanden sein würden. 

Umgekehrt vtt auch eine wie R{x) verzweigte, ausser in ein- 
zelnen Puncten, wo sie oc wird, stetige Function der complexen 
Variabein x, d.h. eine Function, die ßr jedes gegebene Werthe- 
paar \x, Ä(ar)] nur einen Werth annimmt, eine ratiovwUe Function 
von x und R(x). Von einer solchen Function versteht es sich 
von selbst, dass ihre Zweige einwerthige Functionen der a:-Ebene 
sind, wenn diese durch die Linien Qi und ^2 begrenzt wird, weil 
dadurch die Zweige von R(x) bestimmt sind. 

Die zu untereuchende Function sei s, die Werthe, welche sie 
für die Werthepaare [x, Äi(a;)], [x, R^i^J] hat, seien bez. s^ 
und *2« Dann sind *i + ^2 ^nd ^1 . ^2 einwerthige Functionen der 
complexen Variabein x in der ganzen a:-Ebene, weil diese Func- 
tionen in Bezug auf R^ und ^2 symmetrisch sind. Deshalb sind 
sie nach Satz XXIL rationale Functionen von x, etwa ^§(x) und 
h(x). Es wird aber (s — Si).(s — ^2) = ^^ — 2g(x)s + h(x) der 



'V 
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Null gleich V wenn s einen der beiden Werthe Si oder ^2 annimmt, 
und mithin ist s die Wurzel einer Gleichung vom zweiten Grade 
mit rationalen Coefficienten, oder es ist 



"^—ff 



± \/g^{x)^h{x), 



also s vermindert um eine rationale Function, (welche Differenz offen- 
bar wiederum eine wie R{pc) verzweigte Function sein muss, weil die 
rationale Function g{x) für jedes Werthpaar tr, R{x)] nur einen Werth 
annimmt), ist die Quadratwurzel einer rationalen Function. Diese 
kann sich aber von R{x) nur durch einen rationalen Factor unter- 
scheiden. Denn bringt man die Quadratwurzel auf die, Form 

p{pc) .]/ q{x)j worin q{pc) eine ganze Function ist, deren Linear- 
factoren nur einfach vorkommen, was immer möglich ist, so kann 
q{x) keinen andern Factor als x — 1, x+\j xk — 1, xk+X be- 
sitzen. Denn besässe q(po) noch den Factor x — a, so würde in 

u x — a. 1/ der erate Factor verschiedene Werthe annehmen, 

V X — a ' 

wenn man o: um a in positiver und negativer Richtung herum 
nach einem Puncte führt, wie man (nach der pag. 89 angewende- 
ten Methode) sofort erkennt, wenn man re^^ für x — a setzt Der 
zweite Factor aber bleibt ungeändert, weil in der Umgebung von 
a nicht zwei Werthe desselben zusammenfallen, er also dort ein- 
ändrig ist. Demnach würde s — g{x\ also auch *, in jenem Puncte 
für ein einziges Werth epaar \Xj Rix)] — weil R{x) nicht aus 
einem Zweig in den andern übergeht, wenn o: um a geführt wird, 
— zwei verschiedene Werthe besitzen, was gegen die Voraussetz- 
ung ist. Es kann aber auch, wenn nicht q{x) = Const. ist, keiner 

1 1 

der Factoren x — \ . x + \. x . x + , fehlen. Denn fehlte 

' ' k^ k 

z.B. der Factor x — 1, so würde \/ q{x) seinen Werth nicht än- 
dern, wenn man x über die natürliche Begrenzung d^s Punctes 1 

herumführte, weil innerhalb derselben nicht zwei Werthe von \f^x) 
zusammenfallen. Da aber hierbei R^ in R^ übergegangen ist, so 
würde für alle Puncte einer natürlichen Begrenzung von 1 fttr 
die beiden Werthepaare {x,Ri)j (x^R-i) nur ein Werth von s — g{x) 
vorhanden sein. Da also die beiden Zweige längs einer Linie 
übereinstimmen, so müssten sie überhaupt übereinstimmen, also 
s — g(x), also s eine nur einwerthige, daher rationale Function 
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von X sein sein und somit \/(^x) = Const. sein. Demnach ist s 
entweder eine rationale Function von x .oder eine rationale Func- 
tion von B, und x, w. z. b. w. 

Jetzt wollen wir die Function R{pö) auf eine Riemann'sche 

Fläche beziehen. Man denke sich zwei Ebenen über der a:-Ebene 

tlbe reinander ausgebreitet, und lasse dieselbe längs zweier Geraden 

1 1 

q\^(li zwischen 1 und - und zwischen — l und — so zu- 

A' K 

sammeuhängen , dass diese Geraden gleichsam die Thore bilden, 
durch welche hindurch man aus der einen Ebene nothwendig in 
die andere gelangt, so dass man, gleichviel ob man in der einen 
oder der andern Richtung über die Linie qx oder q-i hinweggeht, 
aus dem oberen in das untere Blatt, oder aus dem unteren in 
das obere gelangt, ohne das System zu verlassen. Die beiden 
Linien ^i und q^ bilden also keine Begrenzung, wie es früher war, 
sondern sind nur der Ort, längs welches die beiden Ebenen zu- 
sammenhängen, oder längs welches sich das eine Blatt in das an- 
dere foTtsetzt. Um jeden der Verzweigungspuncte 1, 1:/:, — 1, 
— 1 : k windet sich die Fläche zweimal, und die Verzweigungspuncte 
sind deshalb einfache Verzweigungspuncte. (In einem zweiblätt- 
rigen 8tüeke können mehrfache Verzweigungspuncte überhaupt 
nicht vorkommen.) Diese Riemann'sche Fläche werde mit T 
beeeichnet. Es ist R{pö) eine einwerthige (daher auch einändrige) 
Function der Puncte derselben, oder es repräsentirt jeder ihrer 
Puncte ein Wcrthepaar (a:,Ä). Denn lässt man die Pnncte des 
oberen Blattes (was 'nach dem pag. 88 Gesagten möglich ist) die 
Werthepaare (o:, B^) repräsentiren, die des untern die Werthepaare 
(pCy R^\ 80 geht gerade so, wie das obere Blatt in das untere über- 
geht, Ri{x) in ^2(0;) über, wenn der {x,Ri) repräsentirende Punct 
über ein« der Linien q\ oder ^2 hinweg bewegt wird. Demnach 
repräsentirt die Fläche T die Werthpaare (XjR) eindeutig, nod 
jede wie R{x) verzweigte Function ist eine einwerthige Function 
des Ortes in J, und jede in T einwerthige Function ist wie R{x) 
verzweigt und demnach eine rationale Function von x und R^ 
was ans den pag. 92 gemachten Bemerkungen leicht geschlossen 
wird- 

Für die BehanAung eines Integrals einer rationalen Function 
von X und R oder einer wie /? verzweigten Function mtikt es 



okht hmy wfmB wir di^ Fuactiou in ihre Zweige zerlegen, diA 
die Zweige A und B2 ropräßentirendcn Ebenen durch die Linien 
qi und ^2 zu begrenzen , weil eine »o begrenzte Ebene nieht ein* 
faeh zaaamnienhängend ist, und sieh daher nicht alle Integration»- 
wege auf einander reduciren lassen. (Integrirt man z. B. über 
einen Kreis, der die beiden Fqucte 1 u^d 1 : A: im Innern enthiit^ 
BO ist dies Integral nicht 0, weil die ganze Begrenzung des Stückes, 
in dessen lanern ein Zweig von li{x) den Charakter /^x) hat 
nicht blos aus diesem Kreise , sondern auch noch aus den beiden 
Ufern der Linie q^ besteht, da jeder Zweig längs dieser Linie un- 
stetig ist.) Dies findet aber statt, wenn wir die Linien ^', ^" wieder- 
herstellen als Begrenzung der Ebene. Wir nannten ^1, (jr', ^", q^ 
zusammen q und es bilden diese bei unserer Yorstellungsweise 
der Ebene als unendlich grosse Kugelfliiche einen einzigen Zug. 

-^— = v{x) einer näheren Un- 

te];suchung unterwerfen. Es besitzt die Eigenthümliehkeit für kei- 
nen Werth der oberen Grenze nuendüeh gross zu werden, w^l 

naeh den Zusätzen zn V\ und zu 1*". ■ > ■ ■ sowohl bis an die Ver- 

R(x) 

zweigungspnncte .:c = jt ^ ? J; 1 : A: als auch bis x = x; integrirt 

werden kann und einen endlichen Werth liefert. Der Werth 

y*^ dx 
jTT—^ ^^t4(x) hängt aber sowohl von dem Wege 
H\X) 

ab, über welchen die Integration erstreckt wird, als auch von 

dem Zweigwerthe, welcher R{x) bei der Integration ertheilt wird, 

Definiren wir jedoch zunächst u{x) so, dass die Integration für 

a;=0 mit dem Zweigwerthe R{j)^ = -f- 1 beginne, so ist u{x) 

für alle Werthpaare [;c, B{xS\ vollkommen bestimmt, wenn wir 

niemals 4len Integratioosweg über die Linie q hinwegführeB , weit 

die durch q begrenzte Ebene einfach zusammenhangend ist, und 

der Zweig Ri{x) in ihr eine eindeutig bestimmte Function ist, und 

uühiii der Gauehy'sche Satz (III.) anwendbair ist, und daher naeh 

V. alle Integrs^onswege zwischen und x einen einzigen Werth 

liefern. 

^r-r, worin für R{x) der Zweig R\(x) ge- 

1 

Hemmen wird, gleich K und / * -r-rr;, = iK% wenn für R{x) der 

'1 MyX) 
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Zweig Bi{x) genommen wird, und die Integration über das posi- 
tive Ufer von Qi erstreckt wird, d. h. über das Ufer, welches für 
die Kichtung von 1 : k zur Linken liegt. Dann ist das Integral 
über das negative Ufer derselben Linie offenbar — lÄ^, weil der 
Zweig Ri(x), mithin jedes Element des Integrals zu beiden Seiten 
von qi nur durch das Vorzeichen verschiedene Werthe besitzt. 
Zu beiden Seiten der Linie ^' besitzt uix) Werthe, die sich um 

eine Constante unterscheiden ; und zwar ist uix) auf dem positiven 

l 
Ufer von ^' (d. h. auf dem , welches für die Richtung von — 

nach oc zur Linken fiegt) um die Grösse 2iK^ , welche ein Pe- 
riodicitätsmodul der Function u{x) heist, grösser als auf dem 
negativen. Denn in der That, führt man die Variabele x von 

nach 1, dann einmal über das positive, ein andermal über das ne- 

1 
gative Ufer von q^ nach — , so wächst das eine Mal u{x) um iK% 

und nimmt das andere Mal um iK^ ab, führt man dann x auf 
dem positiven oder negativen -Ufer von q^ weiter, so wächst u{x) 

- y weil zu bei- 

1 /?! (X) 

y 

den Seiten von q^ Riix) nur einen einzigen Werth besitzt, und 
der durch die Integration über die verschiedenen Ufer von qi er- 
längte Unterschied 2lK^ bleibt überall bestehen. Berücksichtigt 
man, das R(x) seinen Werth nicht ändert, wenn man — x statt 

ri fix 
_— = u{ — 1) = — K und 
mx) 

wenn die Integration über das positive Ufer von q-i^ d. h. über 

1 
das, welches für die Richtung von — nach — 1 zur Linken 

liegt*), mit dem Zweigwerth Riipo) von Rix) erstreckt wird; auf 

den negativen Ufern von q^ aber hat ui —] den Werth 



u\ 



•) Die Bestimmung darüber, welches das positive und welches 
das negative Ufer sei, ist so getroffen dass das positive Ufer der Linie 
q für die Richtung 1, \ik, oo^ — iik, — 1 zur Linken liegt. 



\ 
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— K — iK!. Auf dem positiven Ufer der Linie g" aber (d. h. auf 
dem, welches für die Richtung von — oo nach — 1 : A* zur Linken 
liegt,) ist u{x) um die Grösse %K^ grösser als auf dem negativen. 

/^ dx ' 

. . kann durch die Substitution xk = 
1 ix \X) 

T 
— , dit = — —-7^ ausgemitteltjwerden. Dadurch geht es über in 

X KX 

das Integral — / , — .. . — = — K. wobei es 

gleichgiltig ist , auf welchem Wege die Integration bis zu dem 
Puncte ^ erstreckt wird. Hieraus folgt, dass w(oc) auf dem 
positiven Ufer der Linie q den Werth ^Ä"', auf dem negativen 
Ufer von q den Werth — iK^ besitzt. 

Die Beziehung zwischen den Werthsystemen [a;, Äi(a;)] und 
u{x) treten noch deutlicher hervor, wenn man sich die Werthe 
von u(x) graphisch darsfellt, indem man die Werthe der oomplexen 
Veränderlichen u in einer Ebene durch Puncte repräsentiii; , wo- 
bei wir uns auf den Fall beschränken, in welchem k reeU und 
kleiner als 1 ist, in welchem Falle die Linie q ganz auf die reelle 

~r-r = u{x) die obere Grenze x 
Ji{x) 

längs der reellen Achse von bis 1 stetig vorwärts, so nimmt 
u{x) die reellen Werthe zwischen und IC jeden einmal und 
nur einmal an, weil sämmtliche Integrationselemente positiv 
reell sind, also u(x) von bis 1 immer wächst. Führt man x 

weiter vorwärts auf dem positiven Ufer von ^1, so ist hierbei 

dx 
jedes Element . eine rein imaginäre positive Grösse. Denn in 

der That ist die unter dem Wurzelzeichen stehende Grösse in dem 
Intervall von 1 bis 1 : k negativ , also die Wurzel imaginär, und 
zwar negativ imaginär, weil die Bewegung der Variabein x um 
den Punct 1 in negativer Richtung stattfindet, wenn x immer 
auf dem positiven Ufer von q bleibt, 1 : R(x) ist folglich positiv 
imaginär. Demnach wächst u(x) in dem Intervall von x = 1 
bis o: = 1 : k immerfort um rein imaginäre Grössen und durch- 
läuft alle Puncte einer der z -Achse parallelen Geraden von K bis 
iÄ" + Ä' ein- und nur einmal. Führt man nun, auf dem positiven 
Ufer von q bleibend, x um den Punct 1 : Ä", also in negativer 
Bichtung halb herum, so wird die Function unter dem Wurzel- 
TA oma«, Theorie d. compl. Funct. 2, Ättfl. 7 
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zeichen in R\ {x) wieder positiv (weil nun zwei Factoren , 1 — x 
und 1 — Ä\r, negativ sind,) und daher E\{x) wieder reell. Vor 
1 : Ä" hatte Bx(x) rein imaginäre negativ^ Werthe, durch 4qu 
negativen -Umgang um den Punct 1 : k erhält aber Rix) wieder den 
Factor — / und wird mithin negativ reell Also sind in dem Inter- 

»egativ reell 



vaU^ von 1 : k bis ^ »llmmtliche Blemi^itte 



AW 



Die Function u{x) nimmt demnach mit wachsendem x in diesem 
Intervalle immerfort um rein reelle Grössen bis zu dem Werthe 
iÄ" ab, und durchläuft demmach die der y- Achse parallele Gerade 
iK' + K bis iU! ein - und nur einmal Eine gteiohie BetEachtumg 
^eigt, dass den reellen Wex^then von a: = bis :c = — 1 die 
reellen Werthe von bis — K dem positiven Ufer voi^ q^ 
zwischen — 1 und — 1 : k die Puncte der Geraden — K^ — K+iK!y 
dem positiven Ufer von ^" von — \ \k an bis esc die Puncte 
der Geraden iK^ — K bis iK* einmal und nur einmal entsprechen. 
Der Begrenzung der Halbebene, in welchei: der imaginäre 
Theil von x positiv ist, also der y- Achse, entspricht eindeutig 
die Begrenzung des Rechteckes iT, K-\riK\ IK^ — if, — K^ uacI 
zwar entsprechen den Verzweigungspuncten 1, 1 : A', — \ \ky —\ 
die Ecken. Man sieht auch leicht ein, dass der positiven ;?-Afthft^ 
der x- Ebene die imaginäre Achse der u- Ebene von bis %K* 
eioideutig entspricht, denn in dem rein imaginäi^en Intervall v<m» 
bis /^ ist Ry(x) positiv reell, dx positiv imagins^r, aI»o 

■ , \ positiv imaginär und demnach wächst u(x\ ftlr wachsende 
Ri(x) ^ ° . 

rein imaginäre x immerfort von bis e'A*', weil ^(cv) == IK' ist, 

wenn man sich dem unendji<?h fernen Puncte auf dem positiven 

Ufer von q in beliebiger Richtung nähert. 
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Da88 zu jedem Werthe von u, der durch einen Punct im 
Innern des Rechteckes repräsentirt wird, ein Werthepaar [Xy R\{x)\ 
gehört, das durch einen Punct der betrachteten Halbebene reprä- 
sentirt wird, folgt daraus, dass die Werthe von u durch ein 
Ebenenstück repräsentirt werden, welches, ausgenommen in den 
Ecken und in dem Puncte iÄ', welcher dem Puncte x = oc ent- 
spricht, nach pag. 19 und nach Satz VL eine in den kleinsten 
Theilen ähnliche (conforme) Abbildung jener Halbebene ist*) 

Man kann nämlich den allgemeinen Satz aussprechen: 

XXXIU. f^ird ein einfach zusammenhängendes Ebenenstück 
S mit der Begrenzung s auf ein Gä)iet 2 durch die eindeutige 
Function (X){x) der complexoi Veränderlichen x (oder was dasselbe 
ist, durch einoi eindeutigen Zweig einer Function) conform ab- 

X — Ä — Bi 
*) Durch die Substitution ^ = ' -. bildet Herr H. Schwarz 

(„lieber einige Abbildungsaufgaben", Crelle's Journal Öd. 70) die Hälfte 
der ic-Ebene, in welcher der imaginäre Theil von x positiv ist, conform 
auf das Innere eines Kreises ab, und da diese die conforme Abbildung 
des Rechtecks ÜT, iK'-{-K^ iK'~K^ — A'ist, so löst er hierdm*ch die Auf- 
gabe, das Innere eines Rechtecks eonfonn auf das Innere eines Kreises 
mit dem Radius 1 abzubilden. Der Punct cc-\-ßi entspricht dem Mittel- 
puncte des Kreises und ist willkürlich. 

Die Beschäftigung mit der Theorie der Abbildungen scheint das 
geeignetste Mktel, rasch in das Wesen der complexen Functionen ein- 
zudringen, ebenso bietet sie die einfachsten Anwendungen für die Thewie 
der doppelt periodischen Functionen. Denn auch das Innere einer Ellipse 
und eines Kreises werden durch die Gleichung 

— arcsma:-=^ ^j^ 

conform aufeinander abgebildet. Der Anfanger beschäftige sich damit, 
die entsprechenden Bilder durch einfache Functionen auf einander be- 
zogener Figuren zu betrachten. So findet man z. B. (nach Herrn 
Schwarz), dass durch die Grleichung 

X = ^+~F ^^®^ r(cos^ + i8in^) = l()-| jcos^ + n() jsin^ 

das Innere eines um den Nullpunct gezogenen Kreises der f-Ebene auf 
das Aeussere einer Ellipse der x- Ebene conform abgebildet wird und 
zwar artet die dem Einheitskreise entsprechende Ellipse in eine Gerade 
zwischen x = +1/2 und x = — 1/'2 aus. Kleineren Kreisen um den 

Nullpunct entsprechen grössere Ellipsen. Ist der Radius o (-=: l), so sind 

1 1 
die Halbachsen der Ellipse q-\ und q. Kreis und Ellipse wer- 
den in entgegengesetzten Richtungen durchlaufen. 



7* 
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gebildet^ und ist co'fx) im Innern von S überall von Null ver- 
schieden, und hat die Function wfxj im Innern und am Rande 
von S ijiberall den Charakter f(x), so ist JS ebenfalls ein einfach 
zusammenhängendes Flächengebiet, 

Ist die Begrenzung o von 2J, welche nothrvendig geschlossen 
ist, eine sich selbst nicht schneidende Curve, so bedeckt das Flächen- 
stück 2 'das ganze von ö begrenzte Ebenenstück überall einfach 
und nur einfach. 

Unter den gemachten Voraussetzungen findet nämlich für 
alle Puncte im Innern von S Aehnlichkeit mit der Abbildung -2" 
in den kleinsten Theilen statt. Aber aus dieser Aehnlichkeit folgt, 
das» einem sehr kleinen Ebenenstück um einen Punct a in *S^ welches 
nach allen von a ausgehenden Richtungen ausgedehnt ist, ein nach 
allen Richtungen hin und einfach ausgedehntes Stück, d.h. die 
CO -Ebene nur einfach bedeckendes sehr kleines Gebiet entspricht. 
Construirt man demnach die Fläche 2 von innen heraus, so er- 
kennt man, dass 2 im Innern, d. h. für die dem Innern von S 
entsprechenden Puncte weder einen Windungspunct noch eine 
Spaltung oder Faltung in zwei Blätter, noch eine durch eine be- 
liebige Contour begrenzte Lücke besitzen kann, und zwar bis zu 
jedem beliebigen Grade der Annäherung an die Grenze. Daraus 
geht hervor, dass, wenn die Begrenzung ö ein einfach zusammen- 
hängendes Ebenenstück einschliesst, dies von überall und nur 
einfach bedeckt wird. 

Das negative Ufer der reellen Achse der a;- Ebene wird durch 
die Begrenzung des Rechtecks K, — /A"+A^, — /A" — K^ — K 
eindeutig in der w-Ebene abgebildet, mithin entspricht dem Innern 
des Rechtecks eindeutig das Innere der vom negativen Ufer der 
y- Achse begrenzten Halbebene, und den Verzweigungspuncten 
die Ecken. 

Wir gehen nun zum allgemeinen Falle, in welchem k beliebig 

ist, zurück, und erweitern die Bedeutung des Integrales u{x) = 

/* dx 
■zrr-T dahin, dass wir dasselbe über Wege erstrecken, welche 

über q\ oder qy hin wegführen, und R{(x) stetig längs derselben 
in den Zweig R^ipc) fortsetzen. Denkt man sich das System der 
Werthepaare [_x^ R'i{^)\ ebenso wie das \x, Ri{x)] durch die Puücte 
einer Ebene repräsentirt, welche durch Linien q^ , q% </", q-i be- 
grenzt wird, so würde für alle Puncte dieser Ebene u(x) bestimmt 
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sein, wenn der Werth für den Punct cc = 0^ B(x) = — 1 be- 
stimmt ist. Denn da die so. begrenzte Ebene einfach zusammen- 
hängend ist, und 1 : B(x) -in ihr überall den Charakter fix) hat, 
so lässt sich jeder Integrationsweg' zwischen zwei Puncten Xi und 
X'i ersetzen durch einen zwischen x^ und 0, und einen zwischen 
und x^. Da ferner offenbar 

/ dx / dx 

für alle Werthepaare {x, Rj^ ist,*^ so wird u{x) auch für das er- 
weiterte Gebiet bestimmt sein, wenn der Werth von u{x) für 
.T = 0, R{x) = — 1 bestimmt wird. 

Um von dem Puncte (a: = , Ä = 1) zu dem Puncte {x == 0, 
R = — 1) so zu gelangen , dass R{pß) auf dem Wege sich immer 
stetig ändert, giebt es nur zwei wesentlich verschiedene Möglich- 
keiten, nämlich Wege, welche über die Linie ^i führen, und 
Wege, welche über die Linie q^ führen. 

Nehmen wir als Integrationsweg den Weg o myi w' mf o', 
so ist 

/ ' dx /*"* d.c I dx^ C dx 

RÄx) ~J 'RKx) ^J R^ ^J R{pö) 

o mnn' m' o' tnnn' m* 

und wenn wir mit dem Radius des Kreises m n n' mf zur Grenze 
übergehen, gleich 

dx / ^ dx 



1 ^' 



{X) 




jRiix) 






-I 
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Densellben Werth erhält man offenbar, wenn man den Kreiß 
m n w' m^ durch einen andern in positiver Richtung um den 
Punct 1 führenden Kreis ersetzt, weil eben R(x) nur sein Zeichen 
ändert , sei es , dass man die Variabele x in positiver , sei es , dass 
man sie in negativer Richtung um den Punct 1 herumführt 

Genau denselben Werth erhält man aber auch, wenn man 
als Integrationsweg den Weg o v v^ o^ nimmt. Denn der Weg 
V v^ 0* kann durch den Weg o vnn^ v' o^ ersetzt werden , weil 
R^ix) auf dem positiven Ufer von q^ denselben Werth hat, als auf 
dem negativen Ufer R^{x) und sich somit die Integralsumme 



J ^^^^^1 



dx 



R^ix) 

vollständig aufhebt. Weiter aber kann der Weg ovn durch omn^ 
n' v^ o' durch o' w' o' nach dem Cauchy'schen Satze (Satz IE.) 
ersetzt werden, so dass also u{x) in ö' auch den Werth 2K erhält, 
wenn x über den Weg o v v^ o^ geführt wird. 

Führt man also die Variabele a-, u{x) als Function der 
complexen Variabein x stelig ändernd, auf beliebigem Wege 
von über q\ nach 'o\ was ja weiter nichts heisst, als dass man 
den Integrationsweg von o nach o^ über eine beliebige über q^ 
führende Curve nehmen soll, so erhält man für u{x) dort den 
Werth 2ä'. Eine ganz gleiche Betrachtung ergiebt, dass wenn 
man x auf beliebigem Wege über qi von o nach o' führt, u{x) 
dort den Werth — 2A' erlangt. Demnach ist u(x) für die 
Werthepaare [^',^2 (-**)] »icht vollkommen bestimmt, so längere man 
zu jedem, ein solches Werthepaar repräsentirendeu Puncte sow^ohl 
über q^ als über q.^ gelangen kann. Deshalb betrachten wir noch 
die ;2- Achse als Begi*enzung dieser Ebene, so dass man zu allen 
Werthepaaren (o;, Ä.^), welche durch Puncte auf ihrer negativen 
Seite repräsentirt werden, nur über ^^, zu denen, welche durch 
Puncte auf ihrer positiven Seite repräsentirt werden, nur über q^ 
gelangen kann. Dann sind die Werthe von u(x) auf d^Dni positiven 
Ufer der 2 -Achse jener Ebene um \K grösser als auf dem 
negativen, weil dies im 0- Puncte stattfindet, und das Integral 
w(a;), über welches Ufer der js- Achse über eine bestimmte Strecke 
es auch genommen werden mag, immer genau um dieselbe Grösse 
wächst. Die Grösse ^K heisst, wie %K'j ein Periodicitäts- 
modul des Integrals u{po). 
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£ä ist also u(x) oder genauer bezeichnet u{x, R) für alle Werthe- 
paare [yCy Ä(a;)] vollkommen bestimmt, wenn man die den Zweig 
R^(x) repräsentirende Ebene durch die einen Zug bildenden Linien 
§' ^" begrenzt, und die den Zweig R.^(x) repräsentirende Ebene 
durch eben solche Linien ^ ^" und dui-ch die z- Achse, (welche 
mit jenen Linien im unendlich fernen Puncte der Ebene zu- 
sammentrifft,) begrenzt. Nennen wir im zweiten System diejenigen 
Ufer von ^', ^" die positiven , welche im ersten die negativen 
sind, so ist u{x, R) auf den positiven Ufern von ^, ^" beider 
Ebenen um den Periodicitätsmodul 2lA'^ grösser als auf dem ne- 
gativen, und auf dem positiven Ufer der z- Achse der den Zweig 
R.^ repräsentirenden Ebene um 4 AT grösser als auf dem negativen, 
und ist sonst tiberall endlich und stetig. 

Führt man aber die Variabele x über die Begrenzungslinien 
vom positiven zum negativen Ufer hinweg, u{Xy R) stetig fort- 
setzend, so erhält u{Xy R) Werthe, welche um 2/Ä'' bez. 4A' grösser 
sind, als die eben bestimmten, und wenn man den Integrations- 
weg, oder was dasselbe ist, die Variabele- o: der Function u{Xj R) 
n bez. n' mal über die begrenzende z- Achse bez. über ^' ^" in 
der einen oder andern Richtung stetig führt, so erhält u den Werth 

u(x,R) ± 4tnK ± 2m' K' 

und ist also eine unendliche vieldeutige Function von x und Ä, 
ähnlich wie lg (a:) nur bis auf ein beliebiges ganzes Multiplum 
von 2jti bestimmt ist, wenn nicht die Variabilität von x, wie es 
pag. 76 geschehen, beschränkt wird. Betrachtet man u nur als 
Function von x, so wird die Vieldeutigkeit noch vermehrt, indem 
zu jedem x ein Ri und ein R-i gehört, so dass u für jedes x 
einen in den allgemeinen Formen enthaltenen Werth erhält: 

u ± AuK ± 2w' iK'j 2K — u± AmK ± 2mf iK% 

worin w, n', w, m' beliebige ganze Zahlen sind. In den Ver- 
zweigungpuncteu kann demnach u die Werthe, die die Tabelle 
angiebt, annehmen: 

.r = 1 , — 1 , 

u =^ K± 4mK ± 2/w' iK% —K± AmK ± 2mf tK% 

X == 1 : A, — 1 : k 

u =:c= K± AmK ± {2m'+\)iK% —K ± AmK ± {2m'+\)iK\ 

Will man das Integral u{x) als Function der Eiemann'schen 
Fläche T ansehen, welche die Verzweigung von R{x) dar- 
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stellt, so muss man diese Fläche T so begrenzen, dass sie einfach 
zusammenhängend wird. Zu dem Zwecke ziehen wir eine Linie &, 
die sowohl im oberen Blatte, als auch im unteren verläuft, und 
die etwa mit den frtlher gezogenen Linien q, ^' im Allgemeinen 
zusammenfällt , nur nicht in die Puncte 1 : Ä" , — i : k einläuft, 
sondern um dieselben herum etwa eine Kreislinie beschreibend aus 



-'i+ 




(In der Figur ist die Linie h, soweit sie dem oberen Blatte angehört, 
durch einen continuirlichen Zug angedeutet, soweit sie dem unteren 
angehört, durch eine punctirte Linie. Die Linie a ist durchaus punc- 
tirt, weil sie ganz im unteren Blatte liegt. Auf die Ufer, welche als 
die positiven angesehen werden sollen, ist ein -[-Zeichen, auf die 

anderen ein — Zeichen- gesetzt.) 

einem Blatte ins andere geht. Hierzu kommt im untern Blatte 
die Linie a (die z- Achse). Die Linien a und h heissen die 
Querschnitte der Fläche T , und ihre beiden Ufer bilden zu- 
sammen eine aus einem einzigen Zuge bestehende Begrenzung, weil' 
a und b im unendlich fernen Puncte des unteren Blattes zusammen- 
treffen, und sie verwandeln die Fläche T in ein einfach zusam- 
menhängendes Gebiet -7^. Riemann beweist nun, dass für dieses 
Gebiet T der Cauchy'sche Satz giltig bleibt, und ^omit das Integral 
einer in T einwerthigen Function über verschiedene Wege zwischen 
zwei Puncten [Werthepaaren (o:, ä)] nur einen Werth erlangt, 
wenn die Wege ganz in T liegen und keinen Punct einschliessen, 
für welchen die Integrabilität der zu integrirenden Function auf- 
gehoben wird. Mit der Function 1 : R{x) ist dies für keinen 
Punct von T der Fall, sie hat vielmehr überall in 7^ den 
Charakter f{pc), und man erkennt die Einwerthigkeit des Integrales 
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r— -r für alle Wei-thepaare, welche durch Punete in 7^ 

repräsentirt werden, leicht aus den pag. 102 gemachten Bemerkungen. 
Auf dem positiven Ufer des Querschnitts a ist aber offenbar dies 
Integral, also w(a:, Ä), um 4fi^ grösser als auf dem negativen, 
und auf dem positiven Ufer von b um 2iK^ grösser als auf dem 
negativen. 

Stellt man sich die Werthe von u für die Punete in J' in 
einer Ebene (der w- Ebene) graphisch dar, so wird, wenn k reell 
und < 1 ist, wie wir gesehen haben, das obere Blatt durch ein 
Rechteck abgebildet, welches durch die imaginäre Achse halbirt 
wird, und dessen Ecken K—iK% K+iK', —K+iK', —K—iJK' 
sind. Gehen wir über qx in das untere Blatt zu den Puncten, 
welche auf dem positiven Ufer von a liegen, also zu Pnncteni 
die Träger von Werthepaaren (o;, R^ sind, so hat dort u{x^ R^) 
den Werth 2K — w(a:, R^) und so entsprechen diese Punete einem 
Rechteck, welches dem Rechteck iK^, iK^ + Ky K — iK\ — iK^ 
congruent , aber um die Strecke K verschoben ist , also die Ecken 
iK'+Ky iK'+2K, 2K—iK', K—iK' hat. Ebenso entsprechen 
die Punete der unteren Halbebene, welche auf dem negativen 
Ufer von a liegen, den Puncten eines Rechtecks mit den Ecken 

— K+iK% ~2K+iK% —2K—iK', —K—iK\ Also ent- 
sprechen den Puncten der Fläche T die Punete eines Rechtecks 
mit den Ecken 1K + iK% —2K+iK'y —2K—iK% 2K—iK% 
und zwar dem positiven Ufep- von a ( — loo, ...0, ..., +eoc) 
die Seite 2K+iK\.. 2K . . , 2K—iK% dem negativen die 
gegenüberliegende um ^K entfernte Seite. Es enspricht der Linie 

[(oc , R2) ... 1 : A: . . . (oc , R{) ... — 1 : Ar . . . (oc , Ä2)] , 
(dem positiven Ufer von h) die Seite 2K — iK^ ... — iK^ ... — iK' . . . 

— K — iK\.. — 2K — iK% den innem Puncten von T aber die 
innern Punete der Rechtecks, und zwar bilden diese Punete zu- 
sammen ein Rechteck, welches die Ebene in seiner ganzen Aus- 
dehnung einfach und nur einfach bedeckt, was aus Satz XXXUI. 
folgt, wenn man diesen auf die einzelnen Blätter der Fläche T 
anwendet. 

Bewegt man den Punet (Xj R) über einen Querschnitt hin-» 
weg, z. B. vom negativen Ufer von b auf das positive, und setzt 
u stetig fort zu allen Puncten von J', so erhält man offenbar im 
Punete (x, R) einen Werth von w, der sich von dem früheren 
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um einen Periodicitätsiuodiil unterscheidet, im Beispiel dftn Werth 
u{x, R) + AK. Führt man die Variabele x über den Querschnitt 
a ia der einen oder der andern Richtung mmal, über h m'mal 
fort, u{x^ R) stetig fortsetzend, so erhält u ofl^iibar für jeden 
Punc* in T den Werth 

worin unter u(x, R) der Werth verstanden wird, den u im Punete 
(x, R) annimmt, wenn tt=«0 ist f(lri*J«=0, R^=^\j und der Inte- 

grationsweg des Integrales J •jrp: nur in J' verläuft, ohne 

ttfeer einen Qoersehnitt hinweg zu fahren. Die Werthe, die u 
amiimmt, wenn ix,R) mmhl über a, und m^msA über b und dann 
im T^ K« allen Puneten geführt wird, werden in der w-Ebene durch 
ein Rechteck repräsentirt, dessen Ecken 

im^ + ^mHK' + iK + iK, AmK + lih'iK' — Sä'— lk\ 
AmK + %m'iK' — 1K— IK% \mK + 2»i'iÄ" + 1K— iK' 

sind. Die Fläche T, in welcher die Variabilität von (x,R) nicht 
durch Querschnitte beschränkt ist, wird demnach durch die ganze 
W-Ebene repräsentirt, weil ihre sämmtlichcn Puncte in der Form 

u ± \mK ± Im* iE' 

enthalten sind, unter u die T entsprechenden Werthe verstanden, 
da ja u die Werthe, welche durch Puncte eines Rechteckes reprä- 
sentirt werden, sämmtlich annimmt. 

Im aligemeinen Falle, in welchem k beliebig ist, sind die den 
Querschnitten von T entsprechenden Linien der t<-£bene nicht 
nothwendig gerade Linien, aber es werden die Werthe von w, 
welche V entsprechen, noch imnier durch eine Figur repräsentirt, 
welche durch vier, den positiven und negativen Ufern der Quer- 
schnitte entsprechende Curven begrenzt i»t, vou denen je zwei 
parallel sind, weil u längs der ganzen Linie a auf dem positiven 
Ufer um die constante Grösse AK grösser ist, als auf dem negativen, 
längs der ganzen Linie h um %K^ auf dem positiven Ufer grösser 
als auf dem negativen. (Sollen den Querschnitten gerade Linien der 
w-Ebene entsprechen, so dürfen sie selbst im Allgemeinen nieht 
gerade Linien sein.) Aber auch in diesem Falle entspricht der 
Fläche T ein (im Allgemeinen krummliniges) die t«-Ebene in seiner 
ganzen Ausdehnung einfach und nur einfach bedeckendes 
Parallelogramm. 
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, Während die Fnnction uix), die für /r = in arc sin x über- 
geht*), unendlich vieldeutig ist; ist ihre Umkehrung, die mit 
sin am u (gelesen Sinus Amplitude u) bezeichnet wird, eine eindeu- 
tige Function , gerade so vrie sin u die Umkehrung tob u «* 
arc sin a; eine für alle' x eindeutige Function ist. 

XXXIY. Ist u=v+wi in einem Gebiete S eine Function 
der complexen Veränderlichen x und bedeckt das Gebiet 2, welches 
die Werthe von u in S in der v,W' Ebene repräsentirt, diese in 
seiner ganzen Ausdehnung einfach und nur einfach, so ist x eine 
eindeutige Function der complexen Veränderlichen u im GeMete ü. 

Da jedem Werthe von u in 2! ein bestimmter Werth von x 
in S zugeordnet ist, so ist dem Functionenbegriife Genüge geschehen, 
es ist aber auch x eine eindeutige Function von n, weil JS die 
w-Ebene nur einfach bedeckt, aber zu jedem u nur ein x gehört 
Da nun 2J, abgesehen von einzelnen Pnncten, eine in den kleinsten 
Theilen ähnliche Abbildung von S ist, so ist offenbar umgekehrt 
auch S eine in den kleinsten Theilen ähnliche Abbildung von £, 
und mithin x eine Function der complexen Variabein u in dem 
Sinne wie wir eine solche pag. 18 definirt haben. 

Die durch die Querschnitte a, b> begrenzte Riemann'sche Fläche 
jT', wdiche die Wertiie von r repräsentirt , die dem einen oder 
andern Blatte angehören, je nachdem diesem Werthe von x der 
eine oder der andere Werth von Rix) zugeordnet wird, wird nun 
durch das Integral ufxj auf ein die w-Ebene einfach bedeckendes 
Parallelogramm mit den Ecken ±{2li-{-iK^), ±:(2K — IK^) eindeutig 
abgebildet. Mithin ist x im Innern dieses Parallelogramms eine 
eindeutige Function von w, und zwar ist für jeden Werth von u 



' *) Die beiden Verzweiguugapuncte 1 : k und — 1 : k fallen dann im 
Unendlichen zusammen und heben sich auf, so dass die (dann einfach 
zusammenhängende) Fläche T nur noch für a* = ± 1 Verzweigungspuncte 
besitzt. Ä' geht in J:r über, K' in :^^, das Periodicitätsmodul- Parallelo- 
gramm in einen der huaginären Achse parallelen unendlichen Flächen- 
streifen. Für X == ^^ wird die Function arc sin a: wie ein liOgarithmus 
unendlich un<l kann überhaupt durch Logarithmen ausgedrückt werden, 
für alle endlichen Werthe von x bleibt aber arc sin x endlich. Die um- 
gekehrte Function sin?^ ist eine einfach periodische Function mit der 
Periode 27r, verschwindet für ir = und x^=n. Alle Eigenschaften, die 
oben an sin am u entwickelt werden, haben ihre Analoga bei der Function 
sino:, welche der Anfänger mit Katzen aufsuchen wird. 
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nicht Mos der Werth von Xj sondern auch der Zweigwerth R{x) 
bestimmt, was wichtig ist. Diese Function sin am u ist nun gleich 
Null für w = und u = 2K, weil dem Puncte x = B(0) = 1 
der Punct w=0, dem Puncte a: = R{fS) = — 1 der Punct m = 2A' 
(oder = ^—^K) entspricht. Bemerkenswerth ist, dass u :sinamw 
für u = ^ sich dem Werthe 1 nähert, weil 

du _1 e/sinamw dx , ^ 

dx {x)}i^ du du ^ ^ 

für a; = den Werth 1 hat. 

Zwei über einander liegenden Puncten der Fläche T also 
einem Werth von x aber verschiedenen Zweigwerthen von R{x) 
entsprechen verschiedene Werthe von w, nämlich u und 2K — u 
(siehe pag. 105), also ist sin am w = sin am (2 A' — u). Ferner ist 
%( — x)= — u(x)^ mithin sin am ( — w) = — sin am e/. Darausfolgt 

sin am (w — 2K) == — sin am (2 A' — u) = — sin am w. 

Man erkennt endlich mit grosser Leichtigkeit die Richtigkeit 
der Gleichungen sinamÄ' = l, sin am — K= — 1, sinam (A'+iA'O 
= 1 : /r, sin am iK^= oc , sin (2ä^ ^jh iK^) = oc. 

Führt man die Veränderliche x in T über einen d«r Quer- 
schnitte einmal hinweg und dann wieder in T herum, so erhält 
man Werthe von w, die durch ein dem vorigen congrüentes Parallelo- 
gramm repräsentirt werden. Umgekehrt die Werthe dieses neuen 
Parallelogramms in sin am w eingesetzt, liefern dieselbeu Werthe 
von X als die zugeordneten Puncte im ersten Parallelogramm. 
Bedeckt man auf diese Weise die ganze w-Ebene mit Parallelogrammen, 
so findet man, dass sin am u eine doppelt periodische Function von 
u mit den Perioden ^K und %K' ist, und dass ihr also die pag. 56 
bis pag. 68 entwickelten Eigenschaften zukommen. Die Summe der 
Werthe für welche sin am w dieselben Werthe annimmt (Satz XXIIX) 
ist 1K, Die Function 1 : sin"^ am u hat die Perioden 2if, 2iK\ und 
wird für w = und also u=2mK + 2niK^ zweiter Ordnung un- 
endlich und sonst für Werthe eines Elementar - Parallelo^grarams 
nicht mehr. Da lim u- : sin'^ am w für w = den Werth 1 hat, so 
unterscheidet sich 1 : sin"^amw von der Function p{u) (pag. 70) 
nur durch eine additive Constante. Somit ist 

1 

p{u) —p{iK') = — r-- , 

^ ^ ^ sin^amw 

weil beide Seiten gleichzeitig verschwinden. 
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Die Untersuchung der Functionen, welche rational iü Bezug 
auf X und eine Quadratwurzel s einer ganzen Function vierten 
Grades von x sind, also in der Form 

s =^\/a. {x — Xx) {x — x^) {x ^^3) (x — X^) 

enthalten sind, kann auf die Untersuchung der rationalen Fun- 
ctionen von g und Ä(g), also solcher von der eben behandelten 
Form zurückgeführt werden, indem eine eindeutige Beziehung 
zwischen den rationalen Functionen von x und *, und denen von 
§ und R{^) hergestellt wird. Dies geschieht mittels der Relation 

« + /?g + yx + 6x^ = 
oder 

^ "" 7+rfg' ^ ß+Sx' . 

in welcher die Constanten a, ß, y, rf so zu bestimmen sind, dass 
den Puncten x^^ x-j, a-3, x^, der a;-Ebene die Puncte 1, — 1, 1 : k, 
— \ : k der g-Ebene in beliebiger Ordnung entsprechen, wobei 
jedoch k keine vorgegebene Grösse sein kann, sondern durch x^, 
X2, 0^3, x^ bestimmt ist. Da nämlich s als Function von x in 
den Puncten x^ , X2 , x-^ , 0:4 ' in der Jten Ordnung verschwindet, 
und als Function von s in den Puncten ± ^ ? ± ^ • ^ ^^ d^r ^^^ 
Ordnung verschwinden soll, so muss offenbar, wenn § einen die- 
ser vier Werthe annimmt, x einen der Wcrthe 0:4, a;^? ^37 ^4 ^^' 
nehmen. Durch diese Substitution wird 

\/a{x-Xi) (x-x,) (x—x,) (x—x,) = S|)2l/n-g-)(l— A^g^) 
und 



/dx r 

— = Const. / - 



Zur Bestimmung der Verhältnisse a\ i^ \y \ 6 dienen vier lineare 
homogene Gleichungen, deren Lösung nur dadurch möglich wird, 
dass die in ihnen enthaltene Constantc k so bestimmt wird, dass 
ihre Determinante verschwindet. Diese Gleichungen erhält man 
aus der Gleichung a + /?g + 7^ + rf^§ = 0, wenn man für x und 
% die Werthe x^ und 1; x^ und — 1; x^^ und 1 : A^; 0*4 und 
— 1 : k einsetzt, sie sind: 

. « + i? + yx^ + 8xx =0, a — ß -\- yx^ — 6x1 = 0, 
ak+ß + ykX'^^ + dx^ = 0, ak — ^ + 7^4 — ^4 = 0, 

Verbindet man die ersten zwei durch Addition und Subtraction, 
und dann die letzten, so fliesst daraus das System: 



2a + y{xt + x^) + 6 {xi — 0:2) = 0, 

2ak+yk (0:3 +0:4) -f d)x3 — x^) = 0^ ^ 

2^+7^(^3 —^4) + tf (^3 + ^4) = 0. 
Au» der ersten und dritten dieser Gleichungen kann man «, ,aus 
der zweiten und vierten ß leicht eliminiren, woraus folgt: 

yk{xi +X2 — ^3 — ^i)+^([poi — ^i]^ — ^3 + ^4) = % 
y(xi — X2 — kX'^ + kx^l + 6{Xi^ + oc^ — 0:3 — 0:4) = 0. 

Demnafch findet man für das Verhäitniss-ir-die beiden Wertbe: 

o 

^x,-x,)— -{x,-x^^ (^^ + 0:2) - fe + ^4) 

(a?i + ^2)— te + ^4) ' ^ (^3 — ^4) — (^i — ^2) ' 
aua deren Gleichsetzung zur Bestimmung von k die quadratische 
Gleichung entspringt 

^H^3 — ^4)(^i— ^) 

+ 1 [{^1 + ^) + (^3 + ^4)]^— (^1 —^2)^ — (^3 — ^i)'^ ! ^. 

+ (0:3— 0:4) (0:1—0:2)== 0, 
deren eine Wurzel der reciproke Werth der andern ist. Ausser- 
dem sind noch für k verschiedene Wertbe möglich, welche durch 
Yertauschung der Wurzeln x^y x^y x^^ x^ erhalten werden. 

Bemerkenswerth ist, dass jedei^nal der Modul k seinem ab- 
soluten Betrage nach kleiner als 1 vorausgesetzt werden kann, 
weil die quadratische Gleichung für k reciproke Werthe liefert. 
Man nennt k den Modul der elliptischen Fun ctiX)n, weil die Grössen 
K und K^ von ihm abhängen. 

Die Beziehungen, welche zwischen den verschiedenen Moduln 
k bestehen, welche man erhält, wenn man die Indices-der Wurzeln 
x^j x^j 0:3, 0:4 vertauscht, kann man am einfachsten dadurch er- 
halten, dass man die Wurzel \/x — 0:1.0; — ^0:2.0: — ^0:3.0: — 0:4 durch 
irgend eine der möglichen linearen Substitutionen auf die Form 

l/l — x^A — k^x^ bringt, und auf diese (canonische) Form 
alle möglichen linearen Substitutionen anwendet, durch welche sie 
wieder dieselbe (canonisehe) Form erhält, in welcher nur der 
Modul k einen neuen Werth gewonnen hat. Man erhält auf die»e 
Weise im Ganzen sechs verschiedene Moduln, wenn man vom Vor- 
zeichen absieht. Die folgende Tabelle giebt in einfacher Weise an, 
in welcher Ordnung man die Grössen +1, — 1, l:/f, — 1: k für 
^u ^1} x^> ^4 nehmen muss, damit die oben angeführte Substitu- 
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tion die canonische Form mit dem Modul k in eine andere caaiek* 
nischeFonn mit fuiem der Hftrigou möglüchen Modul» traiiftformirt.*) 
Modul = (Ä, \xk) {r-k^ —lik) 



W""^""^^™«-""^^"^^ /^mmmm^^^^mam^mmmimi^m 



a?! = 1, — 1, l:/f, — 1:A:, 1, — 1, li/c, — \:k 

Xa« — 1, 1, — 1:Ä-, \:k, — 1, +1, — 1:Ä:, 1:Ä 

a?3== l:/f, — \ikj 1, — 1, — li/f, l:/f, 1, — 1 

x^=—\:k, X:k,—\y 1, 1;Ä:, --\:k, ~1, +1 



/^»^w^i^^^^^^T^^^^r^ 1 1 1 1 i^»iT^^^^^^«^^iT»> /«• 



a:i = 1, —1, liÄ-, — l:/f, 1, — 1, l:^, — 1;Ä 

•I73 ■""" "~"~ A j J ^ J l K j I ! /» j "^^" 1 l n ^ l t ft j 1 ^ 1 

X4=—^:k, 1:^,-1, 1, —1, 1, — 1:A?, t : Ar 

iJCl ^= 1 ^ 1) 1 l Je y 1 I rfj 1 ) 1 J 1 l fC y 1 I fC 

Xi — y \ K y \ \ K y i f X ^ ~~' A. m K y L 1 K y l y X 

X3=^ — 1, 1, — liky liky \:ky — l:ky 1, — 1 

X4 = ^:k, — \:ky 1, — 1, — 1, 1, — \:k, l:k 

Nimmt man z. B. Xi =«= 1 : /:, 0:2 = 1, x^ = — 1 : A:, X4 == 
— 1, also diejenige Combination, wie sie die dritte Vertikabeihe 
des zweiten Horizontalsysteim^ giebt^ so ist die quadratische Glei- 
chung für den Modül^ der mit k^ bezeichnet werden mag, 



kj\k 



'\fl 



+'^-tAt-*>^« 




*) Sind die Grasen o^i, 0^2» ^Sf OCa i'eeU, so. kaim man die Snibsti- 
tutiou immer so. wählen , dass der Modul k reell und < t wird, tut 
dieser Modul >3 — 2/2 = 0,17152..., so kann man durch eine Sub- 
stitution, welche auf den Modul (1 —\/k)^ : (1 -\-\/ky^ fuhrt, eine cano- 
niBche Foi-m »halten, in welcher der Modul ^< 0,1 7 152 ... ist. Sind hingegen 
unter den Wuraehi xi, x^t x^j x^ ein oder- zwei Paar conjugirter, sa 
bravjßht man nur in <^r oben suige^^eadea. Sub&titujIkNKL für xi, x» eiä 
Paar conjiugirter zu nehmen, m> erhält man eiax rein imagioäres ky oder 
ein negativ reelles k^. Wir werden später Substitutionen angeben, durch 
welche ein rein imaginäres k in ein reelles verwandelt wird, so dass in 
alleB: diesen FSllen k < 8,171... angenommen werden kann, und diese 
Fällig sind diß m de» Aaw^BOidiiagen meist vcnpkoiam^v^nv 
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oder 



mithin 






Ist die vorgegebene Quadratwurzel nicht aus einem Ausdrucke 
vierten, sondern nur dritten Grades zu ziehen, so dass einer 
ihrer Verzweigungspuncte auf den unendlich fernen Punct fällt, 
also ist etwa 

s = \/a(x — Xi){x — x.2)ix — 0:3) , 

so kann man s durch die Substitution 

. _ _ « + ^g 

transformiren , und die Beziehung 

Const. i>/>\ 

* = (\-kiy ^^^ 

erhalten. 

/dx 
_— ar^=g und k^ = x, 

HyX) 

80 geht es in die Form über 

4 i/s-i-«-i->« 

und es ist ^=sin2amw eine doppelt periodische Fu nction mit den 
Perioden 2K und 2iK'. Die Form der Wurzel. ö = l/g.l— g.l— xg 
statt Ii(x) unter dem Integrationszeichen gewährt so viele Vor- 
theile, dass sie eine specielle Betrachtung wohl verdient. 

Die Riemann'sche Fläche S, welche die Verzweigung der Fun- 
ction o{§) darstellt, unterscheidet sich von der Fläche Tum durch 
eine Verschiebung der Verzweigungspuncte. Denn während sie in T 
auf — 1 :/:, — 1, +1, l:k fallen, fallen sie in S auf 0, 1, 1 : x, oc. 
Denkt man sich in S von bis 1 eine sich nicht schneidende 
etwa gerade Linie qi, längs welcher das obere Blatt ins untere 
übergeht und umgekehrt, und von l:x bis oc eine sich nicht 
schneidende Linie q^ gezogen, längs welcher die beiden Blätter der 
Fläche sich ebenfalls in einander fortsetzen, so ist damit die Fläche 
bestimmt. Es mag qi über der reellen Achse der |-Ebene liegen. 
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Dann können wir annehmen, das obere Blatt von S repräsentire 
den Zweig (>i(a:), der auf dem positiven Ufer von q^ positiv reelle 
Werthe von liefert, wenn x reell und < 1 ist. Das untere 
Blatt aber repräs'entirt den andern Zweig. 

Jede rationale Function vo7i g und ist wie S verzweigt 
d. h, ist eine in S einwerthige Function, und jede in 3 einwerthige 
Function ist eine rationale Function von ö und g. 

Man kann diesen Satz genau so beweisen wie es für die 
Fläche T pag. 93 geschehen ist. 

Setzen wir nun x als positiv reell und < 1 voraus , so ist 

<>i(a:), also ö{.r) im oberen Blatte für reelle | zwischen und 1 

positiv reell, zwischen 1 und \:x negativ imaginär, zwischen l.*x 

und oc negativ reell, zwischen oc und auf der negativ reellen 

r^ id^ 
Achse positiv imaginär. Mithin durchläuft das Integral u =J — T^r 

zwischen und 1 positiv reelle Werthe von bis / — ttt = 
^ -K. 



/ 



R,(x) 

— Ä- durchläuft zwischen 1 und 1 : x po- 
sitiv imaginäre Werthe und durchläuft die jLinie von bis 

/-7==Ä== = i/ ''^^ = iK^ e-n- 

1 l/|.l — g.l— xg |/gM_gM--x'§' 

mal und nur einmal. (Hierin hängen g und g', x und x' durch 

die Gleichungen 

x + x'= 1, xg + jc'r = 1 

zusammen.) Mithin durchläuft u die Werthe auf der Geraden 

r^ id^ 
von A' bis K-\- iK\ Von 1 : x bis oc durchläuft J -rfr die re- 






ö(g) 



eilen Werthe von bis — K (wie man durch die Substitution 
g = :c2 aus dem Frühem findet) , also u die Gerade zwischen 
K + iK^ und iK\ Zwischen und oc auf der negativen Achse 
durchläuft u die rein imaginären Werthe von bis iK\ Den 
Werthen von g mit positiv imaginärem Theil entsprechen die 
Werthe im Innern des Rechteckes 0, iK*^ K + iK^,Kf und mithin 
wird die Halbebene, welche diese Werthe enthält, durch die 
Gleichung 

Thomae, Theorie d. compl. Funct. 8. Aufl. S 
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■ "" = < -^) 
auf das Innere jenes Rechteckes , abgesehen von den Ecken, con- 

form abgebildet*) 

Damit das Integral J — —- völlig bestimmt sei, müssen wir 

die öl entsprechende durch qi und ^2 begrenzte Ebene noch durch 
eine Qi und ^2 verbindende Linie weiter begrenzen, weil sie nicht 
einfach zusammenhängend ist. Wir wählen hierzu eine Linie ^', 
welche von 1 bis 1 : x mit der reellen Achse der g -Ebene 
zusammenfallt. Dann bildet sich das negative Ufer von Qi, q\ q-i 
auf das Rechteck mit den Ecken 0, — Ä, — K+iK% iK^ ab, und 
die ganze Halbebene, in welcher die Werthe von g einen negativ 
imaginären Theil haben, bildet sich auf das Innere dieses Recht- 
eckes ab. Führt man sodann g um den Punct herum, also 
über die Linie q^ hinweg ins zweite Blatt, welches dem Zweige 
Ö2(§) entspricht, und dann | in diesem ganzen Blatte herum, aber 
niemals über die auch in diesem Blatte 1 :.x und 1 verbindende 
Linie q^ hinweg, so bildet sich dies zweite Blatt auf ein Rechteck 
mit den Ecken —K, —K—lK% +K—iK\ +K, welches die 
w-Ebene einfach bedeckt, ab, also die ganze Fläche S^ wenn sie durch 
q^ und qi begrenzt gedacht wird, auf ein Rechteck mit den Ecken 
K+iK', —K+iK% —K—iK% K—iK\ Welchen Integrationsweg 
man nun auch wählen mag, wenn nur die Linien q^ und q^ (in beiden 
Blättern) nicht überschritten werden, so erlangt das Integral 

J -T^r immer einen und denselben Werth. (Die ganze so be- 
grenzte Fläche S ist einfach zusammenhängend und werde mit S*' 
bezeichnet.) Führt man aber g über eine der Linien q' oder q^ 
hinweg, so gelangt man zu Werthen des Integrals, die von den 
frühern Werthen in denselben Puncten um ± 2^^, oder ±^ %K! 
verschieden sind, wobei das Vorzeichen von der Richtung abhängt^ 
in welcher diese Linien überschritten werden. (Die Linien q* und 
^2 in S* entsprechen den Querschnitten a und h in 71) Durch 
öfteres Ueberschreiten dieser Linien kann man zu allen möglichen 
Werthen gelangen, aber zu dem Werthe oc nur dadurch, dass 
man eine der Linien q\ q^ unendlich oft in derselben Richtung 

•) Für X ^ \ ist auch x' = J, also K =^K' und das Rechteck ein 
Quadrat. 
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tibierschreitet. Weil aber 5" (wie früher T^) auf ein endliches 
Stück der w-Ebene abgebildet wird, so nennt man u ein über* 
all endliches IntegTal, oder ein Integral erster 
Gattung. 

Ein Integral zweiter Gattung, d. h. ein Integral, welches 
in einem Puncte wie eine algebraische Function, mithin in einer 
ganzen -oder gebrochenen Ordnung, also nicht logarithmisch un- 
endlich wird, und in S*' eindeutig ist, erhält man am einfachsten 
durch Differentiation nach dem Modul x. Es ist 



du 



-/ 



igrfi 



Sx i, (1— xg)ö(|) 

eine in S^ einwerthige Function, die im Puncte l:x wie (1 — xg) 
unendlich wird, sonst aber endlich bleibt. Zu beiden Seiten 
der Linie q^ sind die Werthe derselben um die Grösse 

2dK /•! i^d^ 



= / 



8x '^ (1 — xg)ö(g) 

zu beiden Seiten von q^ am die Grösse 

^'dx - ' J, (i-x'§o<j(r) 

von einander verschieden. 

Die Function ^-j ist ebenfalls eine in S" einwerthige Function, 

die für g=l:x wie (1 — xg) . ^ unendlich wird, sonst aber end- 
lieh bleibt, und an q^ den Periodicitätsmodul 2^— 2", an q^ den 

2e -^-5- besitzt. 
Setzt man 



^(g)= 



w. 



^, 



K\ 



du 

dx 

dx ■ 
dx 



d'hi 
dx^ 
d^K 
dx^ 
d'^K' 

dx^ 



so ist A(§) eine in S einwerthige Function. Denn für die Werthe 
von u, die sich um Multipla der Periodicitätsmoduln 2Kj 2lJ{^ unter- 
scheiden, erhält man eine Determinante, die von der ursprüng- 
lichen nur dadurch verschieden ist, dass die Terme der ersten 
Horizontalreihe um gleiche Vielfache der entsprechenden Terme 

8* 
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der zweiten Horizontalreihe, oder der dritten Horizontalreihe oder 
l)elder vermehrt erscheinen, wodurch die Determinante selbst ihren 
Werth nicht ändert Diese Function J(§) ist mithin eine ratio- 

nale Function von g und ö, die im Puncte l:x wie (1 — xg) ^ 
unendlich wird, sonst aber endlich bleibt. Für g = verschwindet 
zl(|), weil die erste Horizontalreihe verschwindet. Für g=l ver- 
schwindet ^(§) ebenfalls, weil da die beiden ersten Horizontal- 
reihen einander gleich werden. Es kann deshalb ^(g) = 
ö(g).(a + ^g):(l — xg)2 gesetzt werden. Hierin muss aber ß = 
sein, weil A(§) für ^ = oc auch noch verschwindet, denn dort 
werden die erste und dritte Reihe einander gleich. Also hat man 



a 



Nun werde 



s^ä: 




== aA, 



(1-X|)2 



dx^ 



K' 



= aB, 



— E' 



dx 



= aC 



gesetzt, so ist J(§):« = 



"^+£^+ sx-^ 



'^c = 




§4-g 



i\-^) 



und wenn man diese Gleichung nach g differenzirt, 
A . i§B , i.?g'-C _ (1— x§ )( l — 2g) + 3xg(l— g) 

2«j(g)(l— x|)2 



+ 



+ 



ö (1— Xg)ö ■ (1— Xg)2ö 

oder 
(1 —x^)U + ii (1 — xi)B + a^C = i [1 + g l2x - 2) - g2x] . 

Für g = folgt hieraus .4 = i, für g = 1 : x folgt -y-j- = 

3 

3 , C = 2xix — 1) und vergleicht man die Coefficienten 

X 

von g2, so folgt xU — ixB-hW=—ix, B = x + d{x — i)-{-l 
= 2(2x — 1). Hieraus entspringt für u die Differentialgleichung: 



X.X— 1. ;r-^ + (2x 



l)^+iz. = i 



Sx^ ' ^--' *^öx • ^^ *l/ (1 — xg)3' 
und für g *= 1 oder g = oc wird die rechte Seite und u geht 
in K oder lif' über. Demnach sind K und K^ particuläre Lö- 
sungen der Differentialgleichnng zweiter Ordnung, 



m 



4x.x-l.|| + 4(2x-l)^£ +«, = 0*) 



oder wenn x = k'^ gesetzt wird. 



*-'-*'-s+<'-"')^ 



km = 0. 



Ans der Theorie der linearen Dlflferentialgleichungen (siehe 

Baltzer Determinanten § 10,2) folgt 

2x—\ 






^^ 



8^' 

8x 



= Const e 



/ 'ix—\ 
x.x — 1 



Const. e 



dx 



/rfx r ax 
X ^ X — i 



Const 



X.«— 1 ' 
und setzt man x = -^, so findet man**) Const. = ijr, so dasB 



öx Sx 4x.x — 1 



4xx' 



*) Hieraus, oder noch leichter aus den bestimmten Integralen für 
iT und K' findet man in der Gaussischen Bezeichnung (A:'* «e \ — k'^ 
gesetzt) 1K = nF{\, J, 1, Ä:^)^ 2Ä'' = tt/'C^, -J, 1, k"'), 

**) Die Auswerthung dieser Constanten in der angegebenen Weise 
ist etwas complicirt, sie ergiebt sich ebenso wie die Relation selber aus 
der Betrachtang der ^-Functionen später von selbst. 



Setzt man J -j. 



l/'f . 1-f 

und integrirt die Gleichung 

«.l~f 

1 — 21+;^!^ 



1/1. 1-5 



rf 



^'1 



rff 



2(1— ;fg)(; 



— X' 1— x§ 

2;f<; ■" 2;f<J 2.1— ;f|.(T ' 



so folgt 



a xj a xJ a 



2x 



« HdS 



^ 



«.<F' 



und für S 







und in ähnlicher Weise 





X ' X Sx 



Führt man diese Werthe fUr x- und -^ in die obige Gleichung ein, 
so ergiebt sich die Legendre'sche Relation KE'-\'K'E — KK' ^^ \7i. 
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ist, oder K-^ —K'^ = 



dk dk 2k k'-^ ' 

Sowie jede Quadratwurzel \/x — Xi . x — x-j » x — x^ . x — x^ 
atif die Form B{x) durch eine lineare Substitution gebracht werden 
konnte, so kann sie auch auf die Form (J(g) durch eine solche 
Substitution zurückgeführt werden. Hierzu hat man in der Sub- 
stitutionsformel 

a + ß§ + rx + öx§ = (} 
die Constanten «, ^, 7, ö nur so einzurichten , dass für § = 
X = Xi, iilT § = 1 a;= 0^2, für g = 1 : X x = x^^ für g = 00 
x = X4 ist. 

Hieraus ergeben sich die Gleichungen 

a + yxi =0, a + ß + YX2+ 6x2 = 0, 

ax + ß + YTCX^ + ^0:3 = 0, ß -j- öx^ = 0, 
woraus folgt 

7(0:2—0:1) 4- (^(0:2—^4) = ö, YTcix^—Xi) + 6{x^—x^) = 0, 

__ (^3 — ^4) te — ^1 ) 

(X3 Xi) {X2 — Xt^} 

Vertauscht man X2 mit x^, so erhält man den reciproken 
Werth. Vertauscht man x^ mit X2 und x^ mit 0:4, oder vertauscht 
man x^ mit x^j und 0^2 mit 0:3 oder Xx mit 0:3 und X2 mit 0:4, so 
erhält man dasselbe x, so dass im Ganzen sechs verschiedene x 
möglich sind. Um die Beziehungen zwichen den verschiedenen 
Moduln X kennen zu lernen, die man erhält, wenn man die 
Wurzeln x^, X2, x^, x^ auf alle mögliche Weise vertauscht, ist es 
am einfachsten, die vorgegebene Irrationalität auf eine Weise in 

die Form \/x .1 — o; . 1 — tcx gebracht zu denken , und diese auf 
eine Irrationalität derselben Form zu transformiren. Dann sind 
Xij X2<, 0:3, X/^ die Grössen 0, 1, 1 : x, 00 in irgend einer Combi- 
nation. 

Die nachfolgende Tabelle, welche ganz ähnlich construirt 
ist, wie diepag. 111 verzeichnete, giebt an, welche der Werthe 0, 
1, \\x^oo mau für x^, X2y x^^ X4^ wählen muss, um zu einer Qua- 
dratwurzel mit dem darüber stehenden Modul zu gelangen.*). 



*) Hat X einen negativ reellen (also k einen rein imaginären) Werth, 
so hat 1 : x' einen positiven reellen Werth < 1 , confer. die Anmerk. auf 
Seite 111. 
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Modul 














1 : X 




^1 


0, 


1, 


l:x, 


00 


1, 


00, 0, 


l:x 


OOi 




1, 


0, 


«=, 


l:x 


«=; 


1, l:x, 





^3 




l:x, 


00, 


0, 


1 


0, 


l:x, 1, 


00 


^4 




°^, 


1 :x, 


1, 





l:x, 


0, 00, 


1 


Modul 






x' 

-A 








l:x' 




^1 


0, 


«=>> 


1 :x, 


1 


0, 


l:x, 00, 


1 


•^2 


• 


<=», 


0, 


1, 


l:x 


l:x, 


0, 1, 


00 


^3 




l:x, 


1, 


0, 


00 


«=> 


1, 0, 


l:x 


^4 




1, 


i:x, 


00, 





1, 


oCj l:Xj 





Modul 






— X : 


x' 






— ;c' : X 




^i 


0, 


1, 


'^, 


l:x 


0, 


00, 1, 


l:x 


^2 




1, 


0, 


l:x, 


00 


<^, 


0, l:x, 


1 


^3 




00, 


1 :x, 


0, 


1 


1, 


\:x, 0, 


oc 


0:4 




1 :x, 


«=, 


1, 





1 :x, 


1, 00, 






Nachträge und Bemerkungen. 

Wenn eine Function (X){y, z) im Innern eines Gebietes S für 
jedes specielle x und y einen Differentialquotienten ^ = w, 

?^ = t; besitzt, so folgt daraus, wie pag. 17 bemerkt wurde, 



noch nicht, dass 



^ = ^dy+^dz 



sei, d.h. dass limcoCy + ^sing), ;:: + rfcosfjp) : 6 = wsingo + ycosg) 
sei, oder dass o> in jeder Richtung <p einen Differentialquotienten 
(so wollen wir den eben gebildeten Grenzwerth nennen) besitze. 
Dies ist aber für das Innere von S wirklich der Fall, wenn u und 
V stetige Functionen von y und z sind, wobei dieser Begriff 
natürlich in der Ausdehnung zu nehmen ist, wie er pag.[^14 und 15 
gegeben ist. 
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Beim Beweise dieses Satzes ist es wesentlicli, dass u nicht 
blos gleich lim [a)(y + 6, z) — o>(t/, z)] : rf, sondern auch gleich 
lim [0(2/ — ö, z) — (D{y,z)]: — rf für positive abnehmende 6 ist, 
und dass sich v in Bezug auf z ebenso verhalte. Denn nur in 
diesem Falle kann man bedingungslos (vgl. die Anm. auf pag. 11) 

a){y+h, z) = w{y, z) + hu{y, z) + h[u{y+^h, ^) — w(t/, ;:;)], 
co(t/, z+k) = a}{y, z) + kv(y, z) + klv(y, z+^'k) — v{y, z)] 

schreiben, wenn C, und g' zwischen und 1 liegen. 
Nun sei Ä == rfsin^), k == dcosgo. Es ist aber 

o?(t/+Ä, z+k) — o){y, z) 
= €o(y+h, z+k) — a)(yj z+k) + G)(t/j z+k) — a)(y, z) 

= u(y, z+k)h + v(t/y z)k + [u{y+gi, z+k) — u(y, z)]h 
— [^(y, ^+^) —u(y, zy]h + [v{y, z+C,'k) — v{y, z)]Är. 

Ist nun ö eine beliebig klein vorgegebene Grösse, so können wir 
6 (mithin h und k) für alle y und z so klein annehmen, dass 

Ky? ^+^) = w(t/, z) + T^SO, 
u(y+^h, z+k) — u(y, z) == f^^e'ö, 
w(y, z+k) — u{y, z) = —-^ e"ö, 
v{y,z+^^k) — v{y,z) = ^^'''ö 

werde, worin £, e', e", e"' unbekannte zwischen — 1 und +1 
'liegende Zahlen sind, und zwar kann gleichmässig für alle 9p ein 
einziges 6 gefunden werden (siehe pag. 14). Hieraus folgt 

o){y+h, z+k) — (X)(y, z) _ 
ö 

w.singo + r.cos^) + ■nj(j(f+fc'+t"+€'")7 

und da ö beliebig klein ist, so können wir zur Grenze übergehen, 
und erhalten so die zu beweisende Gleichung: 

hm — -^^-^ ^--^ -T ^-^ = u^m^ + V cos q). 

Wenn demnach die Stetigkeit von w- und -r- vorausgesetzt 

wird, wie dies für die Functionen vom Charakter /{x) pag. 24 
ausser in einzelnen Punkten und Linien geschieht, so fällt die 
pag. 19 für q){§) ausgesprochene Beschränkung fort; macht man 
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diese Voraussetzung nicht, sondern nur die der Integrabllität von 
-^dydz, -^dydz für das Gebiet S^ so muss die Beschränkung 
beibehalten werden. (Vergl die Anmerk. pag. 31.) 



Die Function x^ hat an der Stelle x = und x = ^ Ver- 
zweigungspuncte und sonst nirgend. Wir nehmen die positive 
reelle Achse von bis oc als Querschnitt q und nennen den 
Zweig von x\ der für a: = 1 auf dem positiven Ufer von q 
(d. h. demjenigen, welches fttr die Richtung von nach ^ zur 
Linken liegt) den Werth 1 hat, den Hauptzweig. Auf dem i^ech- 
ten Ufer von q hat der Hauptzweig von x^^ den Werth e^^'^Kx\ 
wenn x^ wieder den Werth auf dem linken Ufer bedeutet. 

Die Function (1 — x)"^ hat ihre Verzweigungspuncte an der 
Stelle a? = 1 und x^= oc und dieselbe Linie q als fttr x^ kann 
zur Festsetzung ihrer Zweige dienen. Der Hauptzweig habe für 
X =^ (S den Werth 1. Auf dem negativen Ufer von q von 1 ab 
bis oc ist er ^'^^Aitt ^^ ^^ gross als auf dem positiven Ufer. 
Die Werthe auf beiden Ufern zwischen und 1 sind einander 
gleich. Die Function x^{\ — a?)"^^ kann durch dieselbe Linie q 
in Zweige zerlegt werden, und der Hauptzweig derselben ist völlig 
definirt, wenn wir ihn das Produkt der beiden Hauptzweige von 
x^ und (1 — x)—^ sein lassen. Auf dem positiven Ufer von bis 
1 ist dieser Zweig ^^^^.xK{\ — xY'^j wenn er auf dem positiven 
Ufer x^{\ — x)—^ ist, von 1 bis oc aber sind die Werthe auf 
beiden Ufern einander gleich, und es kann q von bis oc ganz 
fortgelassen werden. Der Punct oc ist fttr x^{\ — xY"^ kein Ver- 
zweigungspunct, denn durchläuft x eine geschlossene Curve, die 
den Punct und 1 im Innern enthält, also als natürliche Be- 
grenzung des Punctes ex angesehen werden kann, vollständig, so 
erhält x^-(\ — a;)""^ zuletzt den Werth wieder, den es am Anfange 
hatte. 

Das Integral Jx\\ — x)r^ — über eine solche eben be- 
schriebene Curve erstreckt, ist nach dem Cauchy'schen Satze (III.) 
gleich dem über die beiden Ufer von q erstreckten Integral, weil 
diese Ufer und die Contour zusammen ein Stück begrenzen, in 
dessen Innerm x^—^,{\ — o?)— ^ den Charakter f{x) hat. Dabei 
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musB jedoch der reelle Theil von i < 1 und > sein, weil sonst 
das Inte^al keinen Sinn hat Die Contour sei ein Kreis (um 0) c. 
Dann ist das Integral 

fx^''\l—x)-'^dx = fx^-\\—xY^dx —fa^-^il—xy-^dx, 

wenn über c in der Richtung von links nach rechts integrirt 
wird, und gf^ das positive Ufer von q in der Richtung von nach 
1, und q~ das negative Ufer von nach 1 bedeutet. Da aber 
dx auf beiden Ufern von q dasselbe ist, so ist 

fx^-\\—x)-'^dx = e^^"^^ fx^-\i—x)-^ dx, 

q- q+ 

und also 

• fx^-\\—x)-^dx = {\—e'^^''^)fx^'-\\—xy^dx 

e , 

= —^i^'^'miXjt n(x—i).n{—X). 

Durch die Substitution x = l:x', dx ^= — dx^ix^^ bildet 
sich der sehr grosse Kreis c auf einem sehr kleinen Kreise c' 
um den Punct der x'« Ebene ab, und wird von rechts nach links 
durchlaufen, wenn c von links nach i^echts durchlaufen wird. 
Mithin ist 

e c' X 

nach Satz Vin. Daraus folgt, so lange < A < 1 ist, 

i?(— A)27(A— 1) ~ ^'''^^• 
Setzt man für iKji) statt des Integrales das unbedingt convergente 
unendliche Produkt 

u 

n{(i) = e-^^ .Yl (— ^— )> (^/= 0,57721566...) 

^ » 

SO lassen sich beide Seiten als Function der complexen Variabein 
2 in der ganzen Ebene eindeutig fortsetzen, und da dies nur auf 
eine Weise geschehen kann, so gilt diese Formel allgemein. Dies 
ist ein Beispiel der pag. 45 besprochenen Anwendung des 
Satzes XVI. 



Ist die Gleichung einer Lemniscate in Polarcoordinaten 

r = «l/cos 2^, 
so ist ein Bogenelement 
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add^ add- 

ds = - = / — = ^. 

|/co8 2^ l/l — 2sin2^ 

Setzt man sin^ = t/g = -^, sm^^ = ^O+gO = K^+^'O, 
so ergiebt sich 

<^ = — 



ai</g^ adx' 

~ eV2t/gM— r' ~ «1/2/1=^ * 

Die Integrale dieser Ausdrücke sind die einfachsten elliptischen 
Integrale. Die ganzen Integrale, so nennt man Kj K\ Ey E^*), 
können durch Gaussische IZ-Functionen, die Integrale erster und 
zjveiter Gattung durch die hypergeometrische Reihe ausgedrückt 
werden. Es ist 

«'"> - /' lÄ -/ iTÄi +/ 7& 

Eil) = /^\/ü^*.dx = \f 2-*(l— z)*dz 



_ I7(i) ■ /7(i) _ 4i/2 
. ^ -i l/l+a;2 



Ferner ergiebt die Substitution x = x^, dx = ixf^^dt: 



ü 



') Wegen der Bezeichnung siehe die Anmerk. pag. 117, Anmerk. 



1 X 

Macht man die Substitution 



^ = (^+Oizr^, so folgt 

id^ l/2 dx \Jidx 



l/g.l— g.l— ig 1—« l/l— a;4 \J\—x^ 



Alle elliptischen Integrale sind durch Legendre auf drei 
wesentlich verschiedene Gattungen zurückgeführt worden, deren 
canonische Formen goniometrische Functionen enthalten. Da es 
nöthig ist, seine Bezeichnungen zu kennen, so lassen wir sie hier 
folgen. Er setzte a: =* sin 9) und erhielt 

/•' -^ - f\ *^ - m,k). 

Als die kanonische Form des elliptischen Integrales zweiter 
Gattung wählte er die 

/^ /l i.2V2 P<p , 

/ IZZ-^r = / \/^-kHm^<pdfp = E{<p, k), 

welches Integral eine einfache geometrische Bedeutung hat Zieht 
man über der grossen Achse (2^) einer Ellipse, welche die Excen- 
tricität k hat, als Durchmesser einen Kreis, und zieht man einen 
Radius in diesem Kreise, der mit der kleinen Achse den Winkel 
<p macht, und fallt vom Endpuncte desselben ein Loth auf die 
grosse Achse, so schneidet dieses Loth von der Ellipse einen 
Bogen ab, der von dem Endpuncte der kleinen Achse an gerechnet, 
die Grösse A , E{% k) hat. Hiei-von rühii; der Name „elliptische 
Integrale'^ her. 

In der Legendre' sehen Bezeichnung ist das Integral, welches 
Jacobi als canonisches Integral zweiter Gattung gelten lässt 

/x^,dx y ^ sin^y.tfy 

= ^^F(<p, k) - ^^E(<p, k). 
Das Integral 
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/^ dx 

(1- 



k'^a^x^) \/\—x^A —k^x^ 

wird von den Stellen x = ±^1 : ak logarithmisch unendlich 
und heisst deshalb ein Integral dritter Gattung. In der Le- 
gendre'schen Bezeichnung ist es 

"P dtp 



I 



(1 —a^k^ 8in2 ^) \/\ ^ k'2 sin^ 9 

Die ümkehrung der Integrale 

d^ 



5= n{% ky a) . 



u 



= Fisp) = F(ip,k)= I -p. 



k'^mi^g) 

bezeichnet Jacobi mit 

9 == am (w, k) = am 2^ (amplitudo) 
und gelangt dadurch, dass er die trigonometrischen Functionen 
dieses Ausdruckes nimmt, zu den Bezeichnungen 

sin am 2^, cos am 2^, tgamz^. 
Auch bedient er sich der Bezeichnung 

coamw == am(ir — w). 
Der Modul k wird fortgelassen, wo es ohne Zweideutigkeit angeht. 



Ist a}{x) eine Function der complexen Veränderlichen Xj so ist 

i8cö 80? id'^m d'^CD d'^w idco 

'dy ~ 'dz' dySz ~ 'd^' 8y2 ^ ~ dySz' 
und folglich 

'By^ "^ 8z^ ~ 

Dieser Differentialgleichung müssen der reelle und imaginäre Theil 
von 0? für sich Genüge leisten. Durch diese Differentialgleichung 
wird die Verwandtschaft mehrerer physikalischen Theorien mit 
der Theorie der complexen Functionen begründet. 



/ 



Theorie 

der 

Theiafunciionen einer Veränderlichen 

oder der Reihe 
+ 00 



s 



(n) ® 



■OC 



Art. 1. Die Functionalgleichungen der ^-Functionen. 
Das Verschwinden der i^-Functionen. 

Wir betrachten die tÖ-- Functionen einer Veränderlichen als 
Integral (Lösung) der beiden Functionalgleichungen. 

(1.) ^kg{x + XiJt) = i—\)^K^Hgix), 

(2.) ^hA^+ m = (—1)^^ . e-«^'-2^^. ^,,(x) , 

worin h, g, Xy X beliebige ganze positive oder negative Zahlen sind. 
Ausserdem sollen die ^-Functionen für alle endliche Werthe 
von X endliche einwerthige und stetige Functionen der complexen 
Variabein x sein. 

Um die Functionalgleichungen (1) und (2) zu integriren, 
machen wir zuerst die Substitution o; = Ig^. Für jeden Werth 
von t nimmt x einen endlichen Werth an, wenn t von und 00 
verschieden ist. Es ist t = ^ eine für alle endliche Werthe von 
X stetige uiid einwerthige Function. Jedem bestimmten Werthe 
von X, oder einem um ein ganzes Multiplum von ^Jti davon ver- 
schiedenen, entspricht ein einziger Werth von t, weil ^^+2^^ = 
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e* == ^ ist.*) Demnach ist ^'^g (Igt) = ^(0 eine für alle Werthe 
von t stetige und einwerthige Function der complexen Veränder- 
lichen ty wenn t innerhalb eines Einges zwischen einem in Null- 
punkte centrischen beliebig kleinen und einem beliebig grossen 
Kreise verläuft Denn wenn t sich um den Punkt Null einmal 
herumbewegt, so ändert sich lg(0 t^hi 2m, aber g) (t) bleibt we- 
gen der Gleichung (1) ungeändert. Eine solche Function lässt 
sich nach dem Laurent'scheu Satze (XVIL pag. 45) nach auf- und 
absteigenden Potenzen in eine unendliche Reihe entwickeln. Wir 
wissen jedoch noch nicht, ob eine stetige einwerthige Function 
von X existirt, welche die Gleichungen (1) und (2) befriedigt 
Wäre die Existenz nachgewiesen, so stände die Convergenz der 
Reihe (nach XVIL) fest Da dies aber nicht der Fall ist, so wird 
erst umgekehrt aus der Convergenz der Reihe die Existenz zu 
folgern sein.*^) 

Setzen wir also 

OD 00 

— 00 

SO folgt aus der Functionalgleichung (1) 



— 00 — 00 



OD 

m 



»Hg{x+iJt) = ^„)^me^.(— 1) 



— OO 

OD 



i—\f»,,ix) = (—1)* ^^„yAn>e^, 



— OD 



und hieraus nach Satz XVII., Ami — 1)*+^ = Am, oder wenn man 
2n+h und 2n+h+l für m setzt: 

^2n-f A = A2ft^h, A^n-^-h-i-l = A2n^-{.i = 0. 

Also ist A2n-\-h unbestimmt und 



OO 



»hg ix) = e/".^^,yBn<^, 

OO 

wenn Bn für A^n^h gesetzt wird. 

*) Unter m und n sollen im Folgenden durchgehend ganze positive 
oder negative Zahlen verstanden werden. 

**) Anstatt, wie hier geschieht, die ^-Functionen als Lösungen will- 
kürlich aufgestellter Functionalgleichungen anzusehen, könnte man dazu 
von der cr-Function gelangen, welche (pag. 72) ganz ähnlichen Functio- 
nalgleichungen gentigt und sich in der That von einer ^-Function nur 
durch einen exponentiellen Factor unterscheidet, wie wir später sehen 
werden. 



t2S 

Nun wendeo wir auf diese Keihe die Fuuctionalgleichung (2) 
au^ 80 Ist 

OD 

— 00 

OD 

— QO 

Setzen wir in dem letzten Ausdrucke n statt m — x^ so führen 
wir dadurch nur eine veränderte Zählung der Glieder ein und 
erhalten 

00 — QO 

woraus wiederum nach XVII. folgt 

t> Jlnax-\-haH n . ^ — aic^ — axin 

Hierdurch wird jeder Coefficient mit jedem andern, Bm mit Bn 

in Verbindung gesetzt, weil x eine willkürliche ganze positive oder 

negative Zahl ist. Man sieht a posteriori leicht ein, dass diese 

unendlich vielen Gleichungen nicht im Widerspruche mit einander 

stehen. Es ist aber für n = 0. 

ß^ ==, ß^^Qdhx-]r(ix'^^rgxm^ 

worin x beliebig ist, also durch m ersetzt werden kann. So haben 
wir denn, B statt B^ gesetzt: 



OD 



^j,g(x) = 5.gte.2^^^g2»»(a;+iaAH-is-i;r)+<»m» 



— 00 



und 

Bn B—^ 

Beide Quotienten nähern sich mit wachsendem n der Null dann 
und nur dann, wenn a einen negativen reellen Theil besitzt, und 
die Reihe convergirt unter dieser Voraussetzung für beliebige end- 
liche Werthe von x. 

Die Constante B beschränken wir durch die partielle Diffe- 
rentialgleichung 

Sie wird erfüllt, wenn 

da 



.. ^.t. 
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und C von a unabhängig genommen wird. Es soll aber C === 

e^^^^ gesetzt werden, so dass nun die ^-Function völlig bestimmt 
ist durch die Gleichung 
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(4.) »..(x) =2i„jC''[*(2n+A)]>+i(2«+A)(2a;+^m), 

— OD 

Die Functionalgleichungen (1.) und (2.) und die partielle Dif- 
ferentialgleichung (3.) bestimmen also eine ^-Function bis auf 
einen willkürlichen von x und a unabhängigen Factor. 

Ist Ä = 0, ^ = 0, so lassen wir an der T^-Function die 
Indices fort und haben 

00- 00 

— QO 1 

Diese Function ändert offenbar ihren Werth nicht, wenn man x in 
— X verwandelt, in einer Entwicklung nach Potenzen von x 
können daher nur gerade Potenzen vorkommen. Daraus folgt 

(5.) S-ix) ist eine gerade Function von x. 

Die Grösse iJt heisst die Periode, a der Modul der ^-Func- 
tionen, welcher zuweilen noch angedeutet werden muss, was durch 
die Schreibweise d'{xj d) geschieht. Es ist in derselben 

d^{x, a+2mjti) = ^{Xjä), ^(a:, a+mjti) = d-ix+j^mmjO). 

Die ^-Function ^hg{x) wird mittels der Gleichung, (deren 
Richtigkeit aus der Definition durch die Reihe unflalttelbar er- 
sichtlich ist,) 

(6.) ^A, (x) = e^^+ih^a+ihgin ^ ^x+iah+igijt) 
auf die ohne Index zurückgeführt Es reicht hin für h und g 
die beiden Zahlen und 1 zu setzen, also die vier ^-Functionen 
Hx), ^oi(a:), ^iö(^), ^ii(a;) zu betrachten, weil auf diese die 

übrigen mittels der Gleichungen (1.) und (2.) zurückgeführt wer- 
den. Und zwar ist 

(6.-) ^2^,, ,r^(x) = (—1)"»* . ^ng (X). 

Es ist weiter [nach (5.) und (6.)] 

^hg {x) = g*Ä2a+Äa:+iörÄi;r ^ ß,(x+iah+iijtg) 

Daraus folgt: 

(7.) ^hg(x) ist eine gerade Function, wenn h,g gerade ist,, 

Thomae, Theorie d. compl. Funct. 9. At0, 9 
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eine ungerade Function, wenn h.g ungerade isL ^ii(«) wird für 
^ =''0 und '0'{x) för x »= \{a+iJt) Null. 

Mit Hilfe des Satzes XL pag. 40 zeigen wir leicht, das^ für 
andere Werthe als den in der Form 

X = i(2m+l) a+i(2n+l» 
enthaltenen die Function d^{x) nicht versch'windet. 

Wir suchen die Anzahl der Puncte, für welche d^{x) ver- 
schwindet, innerhalb eines 

Parallelogramms, dessen 
Ecken o, ijc, a+ijc^ a sind. 
Da ^{x) in diesem Paral- 
lelogramm nicht Unendlich 
wird, so wächst nach XL 
lg d'{x) um so viele ganze 
Multipla von 2m y wenn x 
+ in positiver Richtung um 
die Begrenzung s des Pa- 
rallelogramm» herumgeführt wird*), als Puncte im Innern des- 
selben vorhanden sind, für welche d-ix) verschwindet Dieser 
Zuwachs ist aber 

in a^Tt a 

d\g»{x) = fdlgHx)+/ dlgHx) +fd\g»(x) + fd\gd-{x) 




l 







%n 



9r\-in 



VK 











=fd\gHx) +fdlg nx+ijt) +fdlgHx+a)+/dlgHx) 

ü i;r « 



i7t ( d-ix) \ a f^(x+ijty 



VJC 



Hx) 



2 



./ dx 



2jr». 



Es wird demnach, da nach Satz X. pag. 39 eine gebrochene Ord- 
nung unmöglich ist, d^(x) in jenem Parallelogramm nur an einer 
einzigen Stelle Null, und zwar in der ersten Ordnung. 

Eine analoge Behandlung des Integrales f lg d'(x) dx (nach 
der pag. 64 angewendeten Methode) liefert den Werth von x, für 
welchen €t(x) verschwindet; allein wir haben diesen sohon früher 
in anderer Weise gefunden und da die Functionalgleichungen (1.) 
und (2.) die in dem Parallelogramm gegebene Function durch die 
ganze Ebene fortsetzen, so haben wir die Gleichung 



*) Sollte ein Punet auf die Begrenzung des Parallelogramme« fallen, 
90 muss dieselbe durch parallele Ausbiegungen abgeändert werden. 
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und es verschwindet d{x) für keinen andern Werth 
von X. 

Vermehrt man in einer ^-Function das Argument x um iijt^ 
oder ^a, se kann man dieselbe durch eine d'-Eunction mit verän- 
derten Indices ausdrücken, wie folgende Tabelle angiebt: 

(9.) ^x+iijt) = ^,,(x), Hx+ia) = er-^-i^&.oiA 
d-ix+ia+iiJt) = —ie-^--i<^0-^^{x) 

^^yix+iijt) = d'ix), ^oi(^+^«) = — i^-^i^^^C^); 

^,,(x+iiJt) = ^,X^\ ^io(^+i«) = e---i-^(x\ 
d'^^{x+ia+Ujt) = — ie-^>>~}«^^,(^) 

Die ^-Functionen, in denen die Argumentwerthe halbe Perio- 
den oder Moduln sind, lassen sich durch solche mit den Argument- 
werthen und veränderten Indices ausdrücken. Wir lassen die 
betreffenden Gleichungen hier folgen, und lassen dabei das Argu- 
ment 0, wie ^ auch später bei diesen Functionen immer, fort. Man 
erhält sie aus (9.) wenn man darin x = setzt. 

(9«.) 
^(f ) = ^ox, ^(f ) = e-i«.^.o, *(^) = 0, 

Art. 2. Beziehungen zwischen den Quadraten der il^-Functionen. 

Das Produkt ^h,g{.^+§) .'^h^Ax—g), 

Die Functionalgleichungen (1.) und (2.) bedürfen nur' einer 
geringen Erweiterung, damit sie die wichtigsten Beziehungen zwi- 
schen den vier ^-Functionen liefern. Ist p eine ganze positive 
Zahl, so beweisen wir leicht den wichtigen Satz: 

9* 
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(10.) Zwischen p+1, ßir endliche Werthe des Argumentes 
eindeutigen und stetigen^ also auch endlichen Functionen , welche 
die Gleichungen 

(11.) q){x+Xijt) = {—\f^.(p{x)^ 

(12.) q){x+xa) = (— 1)^^. ^-«^'i'-^^^-P . ^(x) 
'befriedigen, besteht stets eine lineare homogene Relation mit con- 
stanten Coefficienten, von denen einige auch Null sein können. 

Offenbar genügt die Function d'h,g{x),d'P~\x) den Anforde- 
rungen (10.), (11.), (12.), und es steht daher (nach Satz XVIL 
pag. 45) a priori fest, dass (p{x) nach auf- und absteigenden Po- 
tenzen von ^ in eine für alle endliche x convergente Reihe sich 
entwickeln lässt. Da die Gleichung (H.) von der Gleichung (1.) 
nicht verschieden ist, so hat die Reihe die Form 

OD 

Die Gleichung (12.) auf diese Reihe angewendet, liefert 

00 

^x-\-hxa "V^ ß ^2nx-{-2nxa 



— 00 

00 



g — apx^ — 2pxx ^V^ ß ^2nx-\-hx-\-gxv 



OD 






— 00 



in welcher letzten Gleichung die Zählung der Glieder um px ver- 
schoben ist Hieraus folgt: 

ß^^2n7ca+hxa _ e~ «i>^'+^^^*^ . ^^_^^^ , 

Somit werden alle Coefficienten, die um p Glieder von einander 
entfernt stehen, mit einander verknüpft Ist r eine der Zahlen 
0, 1, 2, . . . p — 1, und setzt man w = xp + r, so erhält man 



p—l 00 



«PC^) = ^^^(5^e&r.^|.^je«iWfH-2r;£a+2p;<a;+2ra:+A*r«+är;«!Jt) 



— 00 

p—1 



Die hierin vorkommenden ^-Functionen sind Potenzreihen, die 
alle verschiedene Potenzen von e^ enthalten, so dass keine 



/; 



\ljkt:. 
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lineare Relation mit constanten €oefficienten zwischen ihnen Statt 
hat Demnach lässt sich jede Function <p{x), welche den Glei- 
chungen (11.) und (12.) Genüge leistet, durch p von einander 
unabhängige ^-Functionen linear und homogen ausdrücken, wo- 
mit der Satz (10.) bewiesen ist 

Hiervon machen wir Anwendung für den Fall ^ = 2, welcher 
der einfachste ist. Zuerst ist 

weil zwischen den drei Quadraten nach (10.) eine lineare Bezie- 
hung Statt haben muss. Wir müssen natürlich voraussetzen, 
dass hg] h* g* \ h** g^^ von einander verschiedene Systeme der . 
Indices sind, weil im andern Falle der Coefficient eines der drei 
Quadrate Null sein müsste. Da wir vier ^-Functionen haben, 
so können wir eine, etwa ^oi(^), mit je zwei der drei anderen 
verbinden. Eine der drei so erhaltenen Gleichungen muss jedoch 
eine Folge der andern sein, weil sich aus je zweien eine der 
i^-Functionen eliminiren lässt Wir betrachten daher nur die bei* 
den Gleichungen: 

^^,(0:) = a\^\,(x) + ß^^\,{x\ KM) = «"^!,(a:)+r^2(^). 
Für o; = haben wir 

i3'='o, :^'o, r = <, :^'. 



2' "H 2 



Für .= «+-' «" = <.(-r') = ^^(^) 






Setzen wir nun zur Abkürzung 

so haben wir hieraus 

(14.) k»lX^) = d^,,{x)+k'»U^), 

(15.) »l,(x) = k»'l,(x)+k'»^x), 

und setzen wir in der letzten Gleichung x = i*jr, so liefert sie die 
wichtigen Relationen: 



(16.) 



»2 



.1 = /ctio + k'toi = k^ + k'\ 

^4 = ,<^4 ^^^4 

10 Ol 



Die Function ^hgix+§) d'h'g'ix — g) genügt sowohl als Function 
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von X als auch von g den Functionalgleichungen (11.) und (12.). 
wenn dort p==2 gesetxt wird. Man hat desshalb 

^ii(^+g)^oi(^— g) = 

Für 1 = haben wir 

Für g = im 

«11 = ö, «21 = 1 r^.^io 
und folglich 

17. ^.^io.^ii(^+g)^oi (^— g) = 

^io(g)^(g)^ii(^)^oi(^)+^io(^)^(^)^ii(g)^oi(g), 
und wenn man g in — g verwandelt 

(18.) ^.^10 .^ii(^— g)^oi(^+g) = 

^io(g)Kg)^ii(^)^oi(a:) — ^io(^W^)^ii(g)^i(g). 

Dieselbe Methode liefert 

(19.) »l . *oi(a;+g)*«i(a:-|) = KX^)KXi)-»l(^)»l(i)' 
Setzt man hierin x-\-^m für x, so folgt 

(20.) »l .»{x+g) . H^x-g) = 9-K^)9-lXi)-»l('>^)»l{i)' 
Weiter ist 

(21) ^10 . *oi . »loi^+i) ' *oi(a:— §) = 

und wenn man — | für | setzt 
(22.) *i, . *oi . »ici^^i) . *oi(^+l) = 

Endlich ist 
23.) *.*oi.^(^+l).*oi(a;— §) = 

Hx)»,,(x)»ii)»,iii)-»i,t^)M^)ho(mii§), 
(24.) ».d-^i. ^x—§) . ^oi(^+g) = 

»(x)&,^(x)m)»oii§)+»,tix)»ni^)»i,(§)»nii). 
Diese einfachen Formeln reichen hin, um die wichtigsten 
Sätze der Theorie der elliptischen Functionen herzuleiten, welche 
Functionen Quotienten zweier i^-- Functionen sind. 

Art. 3. Die elliptischen Functionen und ihr Additionstheorem. 

Um unsere Formeln mit den in der Theorie der elliptischen 
Functionen gebräuchlichen in Einklang zu bringen, führen wir die 
folgende neue Bezeichnung ein. Wir setzen 
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uxl Ef 

x = — ^^ a-^ — jt^, e^=g 

Die Function Aiv) hängt ausser von w auch noch yon dem 
Verhältnisse K'\K ab, und auch noch Ton Ä', weil die ©-Reihen 



nu% 



noch Potenzen von e fortschreiben. Im folgendeh Artikel 
wird sich zeigen, dass Aiv) = sin am [w^'(O)] ist, wenn unter 
sinus amplitudo dieselbe Function verstanden wird, als pag. 108, 
und dass mithin, wenn der Differentiatquotient von ^ nach u 
für M = 0, also A\0) gleich 1 ist, A(u) mit sin am u überein- 
stimmt. In diesem Falle ist aber durch K^ : K die Grösse HC schon 
gelbst mit bestimmt, und wir wollen dann X{u) für A{u) schreiben. 
Die Formeln dieses Artikels nun, die weiter nichts sind, als Be- 
ziehungen zwischen 0-Quotienten, für welche abkürzende Bezeich- 
nungen geschaffen sind, gelten, gleichviel ob die Beziehung zwischen 
K' und K besteht, durch welche die Ö-Quotienten (25.), (26.), (27.) 
direct die elliptischen Functionen sind, oder ob Ä" und K will- 
kürliche Grössen sind, in welchem Falle etwa M(u) für ^(w), 
N{u) für J^(w) geschrieben werden kann. Es sind aber die For- 
meln hier in der für elliptischen Functionen üblichen Bezeichnung 
aufgestellt, damit sie gleich als Formeltafeln benutzt werden 
können. Es sei 

(25.) sin am (u) -= }i(u) =- --J^^(^) 



\/k.eoi(u) ' 



(26.) coB^m(u) = (iiu)=^.-^^j, 
(27.) A am (u) = v(u) -= l/A^ ®^^^ 



eoiiuY 



Für positiv reelle Werthe von M, K und q (es mu»s, damit 
die Reihen convergiren abs. (q) immer < 1 sein), haben die vier 
6^-Functionen positiv reelle Werthe, wenn u klein genug genommen 
wird, wie man aus den Reihen erkennt: 

^ mnui Qjj / mnui mnui \ 



— OD 
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OP 



(28.) 



.V 



m^cu 



ö(m) = i+a^^^.^-.'cos -^ , 







2K 



OD 



öoi(w) = 1 +2^„> 



( — l)"«'"' cos 



/»JTM 



Ä^ 



OD 



.V 



e,m = 2/^2^ J—l)-.^'«r-+i;. sin 






Ist ^ reell und <1, so erkennt man aus diesen Reihen mit 
Leichtigkeit, dass alle vier ©-Functionen für alle reellen u reell 
sind, und war &{u) und öoiW stets positiv, ©io(w) positiv von 
— K bis Ky negativ von K bis Sä', etc. 0ii(w) ist von bis 1K 
positiv, von 2K bis 4Ä' negativ etc. Da die ©-Functionen nicht 
unendlich werden, so können sie ihr Zeichen nur da wechseln , wo 
sie verschwinden. Für rein imaginäre u sind die Cosinus positiv 
reell und also &{v) und 0io(w) immer positiv reell. ©oiW P^^^i- 
tiv reell von — iK^ bis iK\ von da negativ bis ^iK^ etc. Die un- 
gerade ©-Function, ©it(w) ist negativ imaginär von bis "^iK^ 
positiv von %Kf bis UK^ etc. 

ist positiv reell und kleiner als Eins. Für reelle u zwischen 
und 2K ist X{u) = sin am u positiv reell, zwischen ^K und AK 
negativ reell. 

Aus den Gleichungen (14.)* und (15.) folgt in unserer neuen 
Bezeichnung 

(29.) 1 = sin am2(w) + cos am2(w), oder X\u) + ii\u) = 1, 
(30.) 1 = A am2(w) + kHm am2(w), oder v\u) + kn\u) = 1, 
(31.) A:'2 = d2am(w) — A:2cos2am(w) oder k''^ = v\u)—ky\u). 

Es sind aber X(x)^ (^(^)y ^(^) doppelt periodische Func- 
tionen, indem 

(32.) X(u + ^K) = X{ü), Z{u + 2il^') = X{u), Xiu+2K) =—X{x) 
(i{x+4J^ = fi{x)j fiix+^iK") = —fiix), fi{x+2jf) = —fi(x\ 
v{x+AK) = v{x), v{x+2iK') = —v{x\ v{x + 2K) = v{x) 

ist, 4Ä und %K' heissen die Perioden der Function X{u) oder 
sin am (w), ii{u) hat die Perioden AK und 2iK+1K, v{u) hat die 
Perioden 1K und AiK, In diesen doppelt periodischen Functionen 
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muss — ^"77 einen negativen reellen Theil besitzen, well sonst 

die ©-Reihen nicht convergiren. Da eine Periode ^K auch eine 

Periode — 4^" ist, so kommt es nur darauf an, dass-^ nicht eine 

rein imaginäre Zahl ist. Wir wissen aber schon (XXV.pag.56), dass 

„Eine einwerthige doppelt periodische Function y einer complexen 
Veränderlicheny deren Perioden in einem reellen' Verhältnisse zu 
einander stehen, nicht existirtJ' 

Alle drei Functionen 2(w), fi(u), v{u) werden unendlich gross 
für u = iK^ + 2mK + 2mirf', X{u) ist eine ungerade Function 
und verschwindet für u = 2mK + 2mA", fi(u) ist eine gerade 
Function und verschwindet für w = AT + ^^K + 2w?A", v{u) ist 
eine gerade Function und verschwindet für u = iK^ + AT + 2m jfif + 
2mÄ'', ,und es ist 

(33.) ^(0) = 1, v{0) = 1, ^'(0) = 0, v\0) = 0, 

XW = 1, iiW = 0, v{K) = Ä'; 

X(K+iK') = ~, fi(J{+iK')=—^, v{K+iK') = 0. 

K K ^ 

Das Additionstheorem der doppelt periodischen Functionen 
X{v) erhält man durch Division der Gleichung (19.) in die (17.). 
Es folgt durch Einführung der neuen Bezeichnung in diese 
Gleichungen : 



d ^10 



.X(u+v) = 



^01 ^01 

On{u )e^v{u )e,,{v)S{v) + e^oju) e{u) Oniv) Ooxiv) 
OlM oliv) ^ 

eliu) ßiiv)—el{u) eliv) 



und mit (13.) 

(34.) Uu+v) = -—-——— . 

Dividirt man die Gleichung (21.) durch die (19.), so erhält man 

in ähnlicher Weise 

. . fi ju) // (v) — V ju) V iv) Ku) X{v) 
(35.) ^^iu+v) = ____^_ , 

und wenn man mit (19.) in (23.) dividirt, 
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(36.) i^(w+t;) 



V ju) V (t;) — li^iL {u) (i jv) X (u) X (v) 
woraus für v = w die Gleichungen fliessen : 



(37.) 









v\u) — k'^li\u)X\u) 



\—knKu) 
Da nach (36.) 
v{u) v(v^ = v{u+v^ . [1 —knKü)XKvy] + k^/iiu) fiiv) X(u) X^v} 
ist, so folgt aus (35.) 

(35a.) fi(u+v) = ii(u)fiiv) — X(u)X(v:)v(u+v) 

und für u = v 

(37a.) I also 

l X\u) = [1 — ^(2w)] : [1 +<2w)]. 

Mit Hilfe dieser Gleichungen stellt man leicht die folgende 
Tabelle her, bei deren Herstellung nur die Bestimmung der Vor- 
zeichen einige Schwierigkeiten macht. Nimmt man k positiv 
re^l und kleiner als 1, und ebenso k^ positiv an, so sind die 
sämmtlichen darin vorkommenden Wurzeln so zu nehmen, dass 
der reelle Theil ihres Werthes positiv ist, wodurch sie völlig 
bestimmt sind. 

Es sind in dieser Tabelle die Wer^he Xlm-^+n-^j ent- 
halten und zwar entnimmt man diesen Werth aus der /wten Hori- 
zontah'eihe und der wten Vertikalreihe der durch die beiden Striche 

begrenzten Reihen z. B. X{0) = 0, X(Ä:+iK') == 



1 : k. Die Werthe für /w > 4 oder /i > 4 findet man aus 



der Periodicität der Fun.6tion X(x). 
(38.) u\ 0, UK', 



iK', 



^iK' 





K 

\K 
1K 



0, 





_J 

1 
0, 





k + ik' 

l:i/^, 
k~ik' 

—i:k, 



oc 



— i : i//r 





1 

1 :k, 
"1" 




1—k 




k—ik' 
k 

1 : \/'k 

k + ik' 
k 

i:]/k. 



139 

Aus den Gleichungen (9.) oder aus den Additionstheoremen, 
wenn man darin K^ %K\ K+iK^ für v setzt, folgen die Glei- 
chungen : 

(39.) Xiu ± A^) = ± ^y^ , Ku+K) = X(K—u) (= sin coam u\ 

//(M±A') = ±-^, niK—u) = -^ (=coscoamM), 

fiiu+X+iK') = -^T^; 

tkfi(u) 

k' 
v(u + X) = — ;-^ = r(A' — m) (=/icoamM), 

~ V(U) V ' V /J 

Art. 4. Die Difierentialgleichungen der elliptischen Functionen. 

Setzen wir in dem Additionstheorem (34.) A{ii) für ^(w), 
M(u)j N(u) für ^(w), 'i^(w), du für i; und bezeichnen mit J'(w) 
den ersten Differentialquotienten von A^ so haben wir 

A(u)du = A{du).M{u)N{u) = yl'(w).M(w)iV(w).rftt 
oder == 

woraus mit Fortlassung des Argumentes u hinter dem Zeichen A 
sich folgende Gleichung ergiebt: 

^^_ dA_ ^_ P^ dA_ 

worin die zweiwerthige Function /(l — ^2)(1 — Z:"^^'^) für vi = 
den Zweigwerth +1 hat, weil für w = 0, ilf=l, iV= 1 ist. 

Diese Differentialgleichung oder das Integral derselben wird 
noch vereinfacht, wenn man ^'(0) = 1 setzt, in welchem Falle 
wir X für Ay (i für M und v für N schreiben. Da 
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ist, so geschieht dies dadurch, dass man*) 

(40.) Ä- = 



— jti,'9'^ii ,d' 



2^01 • ^10 

setzt, wodurch die Variabilität von a =-^~^ — nicht im minde- 

sten beschränkt wird, also auch k noch völlig willkürlich bleibt. 
Unter diesei Voraussetzung ist nun 

(41.) u= I -, — = / 

^ 1/(1-^2) (l_^222) J^ (i.V^ 

welches die kanonische Form des sogenannten elliptischen 
Integrales erster Gattung ist. Die Umkehrung dieses ellip- 
tischen Integrals, d. h, die obere Grenze 2, als Function des Wer- 
thes u des Integrales, heisst eine elliptische Function und wird, 
wie schon früher bemerkt, von Jacobi mit Sinus Amplitudo u 
(sin am u) bezeichnet. Characteristisch ist. für das Integral (41.) 

dass es /ur keinen Werih von X unendlich wird, 
wenn nicht diese Variabele (oder der Integrationsweg) unendlich 
oft um die Puncto ±1, ±1:^ herumgeführt wird, was wir 
pag. 95 et seqq. erörtert haben. 

Wenn eine Function X{u) als 0- Quotient gegeben ist, wozu 
K und Ä" gegeben sein müssen, und wenn ^'(0) = 1 ist, so ist 
auch der Modul k als 0- Quotient bestimmt. Für u = K hat 
dann X den Werth 1, und es folgt daraus umgekehrt, dass K =^ 

f ist. Für u = K+iK' hat X den Werth \:k und es folgt 

//.^ 

1 1_ 

fi.V J ii.v 

Wenn man nun diesen Werth von k festhält und bildet die 
geradlinigen Integrale 

J l/l— AM— /t2^2 J^ ]J\—XK\—k-^X^ 

*) S-'f^Jx) bedeutet den Differentialquotienten nach x, S\g{ii) den 
nach u\ wird das Argument fortgelassen, so ist x oder u gleich Null 
zu setzen. 
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indem man bei der Integration den Hauptzweig der Wurzel 
[Äi(2), wie er pag. 89 definirt ist] zu Grunde legt, so. fragt es 
sich, ob K mit K, K' mit K' nothwendig übereinstimmt Diese 
Frage ist nicht überflüssig, denn nach dem, was pag. 103 bemerkt 
wurde, kann 

sein, wenn w, m', n, n^ positive oder negative ganze Zahlen sind. 
Wenn K und Ä" positiv reell sind, so ist ohne Weiteres klar, 
dass die Frage bejaht werden muss. Denn dann sind die Werthe, 
die der Ö- Quotient X{v) zwischen w = und u = K annimmt, 
immerfort positiv reell. Ebenso sind (i und v in diesem Inter- 
valle und mithin X\u) positiv reell. Daher wächst X stetig von 
bis 1, ohne je abzunehmen, durchläuft also die Werthe dieses 
Intervalles sämmtlich einmal und nur einmal. Daraus folgt, dass 
das Integral 






für -^ = 1 den Werth K erlangt, wenn X auf der reellen Achse 
fortgeführt wird, und die Wurzel {[i-v) den Hauptwerth hat. 
Also ist dann ^ = K, Dieselbe Schlussweise ergiebt dann, dass 
auch Ä' = K^ sei. Der Fall, dass K und K^ gleichzeitig negativ 
reell wären, kann nicht vorkommen, denn aus der Gleichung (40) 
folgt*), ^ass K (weil q reell ist) positiv sein muss. 

Im Allgemeinen aber, wenn K^ K^ nicht als reell voraus- 
gesetzt werden, brauchen die Grössen Ä, Ä' mit denen K^ K^ 
nicht übereinzustimmen, was im Artikel von der Transformation 
(Art. 13.) weiter erörtert werden wird. Aber wir beschäftigen uns 
noch mit der umgekehrten Frage. Wenn ein Modul k vorgegeben 
ist, und wenn 



K^ r^, iK'= r^ 



*) Dies sieht man unmittelbar aus (40.) allerdings nur für Werthe 
von q ein, die nicht zu nahe an 1 liegen. Setzt man aber darin id-'ix = 
— ^.^01-^10, eine Relation, die im Art. 7 unabhängig von der Diffe- 
rentialgleichung bewiesen wird, so folgt 2K='Jt,d''^, uftd hieraus die Rich- 
tigkeit unserer Behauptung auch für Werthe von q, die beliebig nahe 
an 1 liegen. 
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ist, und die Integrationen so aasgeführt sind, wie es pag.95a.96 
bestimmt^ warde, ob dann die ümkehrang des Integrales u = 

A dX 

J , also ob sin am w mit der Function A(w), wie sie aas (25.) 

entnommen wird, wenn dort für Ky K^ die hier aufgestellten Inte- 
grale eingesetzt werden, übereinstimmt. Da sie dieselben Perioden 
{\Ky 2/Z') haben, in denselben Puneten {u = 2mK+ 2mÄ'0 ver- 
schwinden and (u = iK^ + 2mK+2niK^) unendlich werden, so 
können sie sich (nach dem za XXIX. gegebenen Hilfssatze) nur 
durch einen constanten Factor unterscheiden. Da sie aber für 
u = K übereinstimmen [sin am £' = X{K) = 1], so sind sie völlig 
identisch. Hierbei haben wir die Annahme, die zu (25.) gemacht 
wurde, dass A'(0) = 1 sei, nicht benutzt und wir können des- 
wegen in dem hier angenommenen Falle auch sin am u = Ä{u) setzen. 
Man ist also im Stande, das elliptische Integral erster Gat- 
tung mittels ©-Functionen umzukehren, oder, mit andern Worten, 
die Ümkehrung desselben durch 0- Quotienten darzustellen. Da 
nun hierbei K sowohl als K^ vorgegeben sind, so kann man die 
Annahme (40.) natürlich nicht machen. Allein aus der Diffe- 
rentialgleichung, welcher die elliptische Function sin am w 
genügt, folgt, dass ihr Differentialquotient für w = den Werth 
1 hat, und da sin am w mit dem 0-Quotienten A{u) für unsern 
Fall übereinstimmen, so ist es jetzt keine Annahme, sondern eine 
Folgerung, dass .4'(0) = 1 sei. Man kann mithin den Satz 
aussprechen : 

(42.) Sind die Grössen K^ K^ als die Integrale 



k^X^ 



vorgegeben, und die Integrationen den pag, 95 und 96 getroffenen 
Bestimmungen gemäss ausgeführt , so ist 

wenn in den d^-Functtonen a = — jtK^ : K gesetzt wird. 

Die unten aufgestellten Additionstheoreme gelten nun nicht 
blos, wenn ^(w), ^(w), v{u) Abkürzungen für ©-Quotienten sind, 
sondern auch, wenn sie als elliptische Functionen aufgefasst 
werden. Hierzu eine Anwendung. 

Ein Lemniscatenbogen 5, der zu einem Winkel gp gehört, ist 
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/^ dw 

I — = gegebeo. Ein an- 

1/1 — 28m^9D 

derer ö, der zum Winkel ^ gehört, durch die Gleichung 6 = 

1 ^^ also ist: 

^ l/l — 2sin2 9) 

sin gp = sin am^, sin d' = sin am ö, sin am (^± ö) == sin;|f == 

sin am s . cos am (> zf am :t sin am 0. cos am ^ J am ^ 

1 — Ä^.sin^am^.sin^amö 

singpcos^ J^ -±1 sin^cosg) J^ 
1 — /r^ sin^ 9? sin^ ^ 

Da nun sin 9), sini^ vorgegeben sind, und cos 90 = 1/1 — sin^9), 
^9> = l/i — /r^sin^gp = |/l — 2sin29), cos^ = l/l — sin^^, 
/id' = |/l — 2sin'^^ nur Quadratwurzeln enthalten, so folgt, 
dass man sinx, also X; d.h. den zu dem Bogen s±6 gehörenden 
Winkel mit Hilfe von Zirkel und Lineal construiren kann. Ebenso 
folgert man aus der Gleichung (37a.), ^ass man den Lemniscaten- 
bogen mit Zirkel und Lineal halbiren könne. 

Auch die Lösung der Aufgabe der conformen Abbildung eines 
Rechtecks auf den Kreis kann hier vervollständigt werden. Wir 
fanden nämlich pag. 9S, dass durch die Gleichung 

X = sin am (w, k) 
die von der reellen Achse begrenzte Hälfte der a:- Ebene auf ein 
Rechteck mit den Seiten K' und 2K conform abgebildet werde 
Ist nun das Yerhältniss der Seiten dieses Rechtecks, also K^ : K 
gegeben, so findet man k aus der Gleichung: 

Ar = *^„ : ^^ = ö^ : e\ 
womit das Problem völlig gelöst ist.*) 



*) Der Umstand, dass wenn K, K' als reell vorausgesetzt werden, 
zu einem reellen Werthe von Ar, der kleiner als 1 ist, nur ein einziges 
q gehört, ist von grossem Wcrthe für die numerische Berechnung von q, 

K, K\ Ißt Ä: = /i, so ist K' ^ K, g = ^""^^ 0,043215.., für kleinere 
Werthe von k ist q kleiner. Nach einer auf Seite Hl gemaohten An- 
merkung reicht es oft aus, q für Werthe von/r zwischen und 0,17 15729.. 
zu kennen, an welcher Stelle q den Werth 0,0018... hat. Will man 
q sehr genau berechnen,. so kann man mittels der Formel 

ans der Tabelle (39.) v(,\K) = \/x berechnen. Dann ist (nach 27 a.) 
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Die Additionstheoreme (34.), (35.), (36.) liefern, wenn (40.) 
erfüllt ist, die Differentialgleichungen: 



(43.) X' = (i.V, ^": 



X.Vj V* 



'K »A*//. 



\/k' . (1 + 2^ cos ^Tt — 2f cos \7t) : (1 — 1q cos \7i + 2jy cos Jtt), 
worin 6 und »y kleine Grössen sind, die für k < 0,17 15... höchstens auf 
die 23te Decimale Einfluss haben, weil in den benutzten ö- Reihen q^ 
nicht vorkommt. Hieraus ergiebt sich 

Vt + Vk' l/r-f-l/A:' 

und man erhält q auf mehr als 20 Stellen richtig, wenn man 

\/r + \/k' 
nimmt. Freilich ist t ein complicirter Ausdruck. Man reicht aber mit 
der viel einfacheren Formel 

= JL ^—\/^' 

aus, wenn man q in dem Intervall von bis 0,17157 . . auf 11 Decimal- 
stellen, von da bis k=^\ auf 8 Decimalstellen , von \ bis l/^ auf 6 
Decimalstellen richtig berechnen will. Die Darstellung von v(0) durch 
ö- Functionen liefert nämlich 

1 : [/ä' =r 1 + 2gr 4- 2(7* + 2e : 1 — 2^ + 2<7* — 2»? , 
worin 5, 71 nahe die 9*^ Potenz von q sind. Hieraus folgt 

i//f'— 1 + 2^(1/A:'+1)+2<2'*(1/ä'— l) + 2j/l/Ä:' + 2f = 0, 
also 

q ^ ■ - '^ "^ 



2 
2 






-I/ä:' 



— Vk 



+ \/t 



+ gr*(2$' — 2^* 



+ 2^^ - c^, 



1+1/ Ä:' 

1 — l/A:' , 2{ri'\-€\/k'i 
-r 



1+l/Ä:' ' 1+/Ä:' y 1 + I/ä:' 



worin d von der 8*«» Potenz von q abhängt Setzt man also 

_ \_ 1 — j/^^ 

^ 2 i+i/Ä'' 
so macht man einen Fehler, der kleiner als 7.q^ ist. Noch für k^=^i 
beträgt der Fehler weniger als 0,00001.. Sobald q gefunden ist, ergiebt 
sich K aus (40.) oder aus der Gleichung K = ^tt.^^^ j£* aus der Glei- 
chung nK* = — K\gq, Setzt man 

1 v — \/k' 
cos w « — • —. — , 

^ v + \/k' 
so macht man einen Fehler, der kleiner als 2q* ist. 
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Art. 5. Darstellung der elliptischen Integrale zweiter und dritter 
Gattung durch ^-Functionen, und ihre Additionstheoreme. 

Die Eigenschaft der ^-Functionen, die elliptischen Integrale 
umzukehren / ist es vornehmlich, welche ihnen so grosse Bedeu- 
tung in der Analysis verschafft. Man kann durch sie auch 
die elliptischen Integrale zweiter und dritter Gattung 
ausdrücken. Bei Entwicklung dieser Darstellungen treten noch 
viele bemerkenswerthe Eigenschaften der ^-Functionen hervor, 
weshalb sie hier nicht fehlen darf. Als Vorbereitung stellen wir 

d^lsd-h (x) 
die Function — ^ ,^^ ^ durch ^-Quotienten dar. Diese Function 

hat sowohl die Periode m^ als auch die Periode a, und ist dem- 
nach doppeltperiodisch d.h. es ist 

8a;2 8a;2 ' 

Differenziren wir den Logarithmus weg, so haben wir 

^' Ig^A gjx) ^ ^'\ g(x) . Hg{x)— ^\g{x) . ^^,(0:) 
^X^ . ^\g{x) 

Da nun dieser Quotient doppeltperiodisch ist, der Nenner aber 
den Functionalgleichungen (11.) und (12.) Genüge leistet, wenn 
dort p = 2, Ä = ^ = genommen wird, so muss der Zähler 
ebenfalls dieser Functionalgleichung genügen und wir können 
daher setzen 

^'\g{x)^h,{x) — ^\g{x).^\g{x) = a^lg(x)^-^^\,{x), 

wenn wir nur voraussetzen, dass (ä,^)^(1,1), also ^hgix) eine 
der drei geraden ^-Functionen sei, deren erster Diffe- 
rentialquotient mit dem Argument verschwindet. Dann 
haben wir 

für a; = 0, « = ^''hgid^hgy 

. ha+hiüt , a , ijt 

_ • »il—Hh—i)a—i(ff—t)iJc] 
»],[—Hh-l)a—Mg—l)vt-] ' 

Demnach ist für Ä = 0, ^^^ 1 

2!homaef Theorie d. compl, Fund. 2. Aufl, 10 



m 

Unit 4« *„(*») -= — i«~W',,, *,,(Ja) 1 i«"*°»., 

MV* 

(naoh pag. 140) ist, bo k«nn maD schreiben 
)ind weoD wir dariD x + ia statt o: setzen, 
oder wenn wir in (44.) a; + iijT statt x setzen 
und wenn wir hierin x-^ia &tt X setzen 

. 8-ie»,„(») »"„ tri »=(») 

Pahren wir hier die ö ein, 80 erhalten w\r 



(49.) 



8'ig8,i(n) _ e;;, 

8k> ~ e,i ;i'(») ' 



''■"'•' 8«» S„ »i(«) ~ "8^7 ' + vHu)» 

fti-i a'iee.oC») e"., ..w e-'., , t^L 

'■ ' 8a» «„ ,,i(u) ~ e,i (<"(») 

Setzen, wir nup znf Abli^reuqg die Constante -r^ — 1 =^ c, 
C't-/!'» =F c' nnd integriren die OleichHDg (50.), so folgt aus ihr ; 

Setzt man hietiii %£ ftlr u, so mnaa das IntQ^al J — 
r eine Schlinge erstreckt werden, welche vom Puncte Jl = 0, 

= 1 (erster Zweigwerth von (i.v) aasgeht, om den Panct- 1 
im an di? Stelle ^^0, fip = — 1 (zweiter Zweigwerth von 
) zarttckführt (man vergL pag. 105), Die obere Grenze ist 
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also A = (ß.v = — 1), der Integrationsweg ist von k unab- 
hängig^ Differentiation des Integrales ist daher Differentiation unter 
dem Integralzeichen und man erhält für u = 2ä^, wenn wir zur 
Abkürzung x für k^y x' für A:'^ schreiben: 

o /^ Ä M s 2xx' ^K 

so dass wir endlich die Oleichung erhalten 

— über eine durch den Punct ^ = 

gehende Schlinge, die so gross ist, dass sie die beiden Puncto 1 
und 1 : /r in seinem Innern enthält, aber — 1, — \\k nicht, 
so ist der Werth des Integrals %K\ und der Weg von k unab- 
hängig. Differentiation des Integrales ist demnach Differentiation 
unter dem Integralzeichen. Man erhält daher für u = liK' 
aus (52a.)*) 

Uli ^ir 



K ö(^2) 

^ ^^ 8(^2) ~ 4/r2;t2^'2' ^ 



a: = — ^-~ j leitet man aus (52.) ab 



u 



dx^ \2k) dx.dx ' dx 

Q 27r« Q 1 

_ Kk^k'^ ^T^ dX ^ iKk^k''^ f ^^^K 1 h{ii.v)\ 
Jti dx dx fi,v \ dx K dx ) 

dx 

Nun ist nach (3.) pag. 128 für a; = w = 6 —^ = "^^^^ 
fi,v= 1, und daher fliesst aus den letzten Gleichungen 



*) Man kann auch, um diese Relation zu erhalten, in (52a.) u um 
2iK' wachsen lassen und den Zuwachs der beiden Seiten dieser Gleichung 
vergleichen. 

**) Dies ist dieselbe Gleichung als die pag* 1 17 erhaltene, und also 
ist die dortige Constante bestimmt. 

10* 
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281g» da 81g)g " _ 281g» 

Sa d{k^) ~ dm ~ 8(*2) ^^^'^ 

» = Const 1/3^. 

/i ,3 

2/Ä-= r -3=. = i r -A= =-^, 

also a = — -^ , 1^ = 1 und daher Coust. == 1 und 

(54.) ^'11= 1^.^01.^10, 
welche drei letzten Gleichungen aus (13.) pag. 133 und aus der 
Gleichung (40.) folgen. 

Durch die Gleichung (52.) ist ein Integral zweiter Gattung, 
d. h. ein Integral, welches für bestimmte Werthe der ohem Grenze 
(hier +1 : Ar, — 1 : k) wie eine algebraische Function unendlich 

gross wird (hier wie / j durch d-Functionen ausgedrückt. 

Jacobi führt für den Ausdruck — - , ^ - die Bezeieh- 

du 

nung ein*) 

(55.) Z{u) = u~ k^ I = uc+ I . 

^ ^ ©Ol / • ^-^ / i"-^ 

Das Additionstheorem dieses Integrales zweiter Gattung 
(56.) Z{u+v) = Z(u) + Z{v) — kn{u).X{v).X{u+v) 
beweisen wir leicht a posteriori. Es ist 

uu au av 

in Bezug auf u und v eine doppelt periodische Function mit den 
Perioden AK und 2iÄ% und hat mit der Function X{u).X{v).X{u+v) 



*) Für A = 8in^ = sinamw, <p=^B,uiu erhält man in der Legendre- 

Bchen Bezeichnung 

Z(u) = €F(^) + Eiip), 

Für ^ = ^TT ist am M = A; ZCäT) = oder c = —E:K oder 

_ K,E{<p)-E,F{<p) 
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die Puncte Null und Unendlich gemein und kann sich daher von 
ihr nach pag. 68 nur durch einen constanten Factor unterscheiden. 
Differenzirt man nach u, so folgt aus (55.) und (56.) 

^ lZ{u+v) — Z{u) -- m] = —k\X\u+v) — X'Ku)] 

== Const [X'iu) X{v) Xiu+v) + Xiu) X(v) X'(u+v)] , 
woraus für v = K, u = folgt: — k^ = Consi, w.2.b. w. 
FUr das Integral 

dX 



fl.V 




X\ü).du 





erhalten wir einen Ausdruck durch ö- Functionen, wenn wir die 
Gleichung (48.) integriren, nämlich 



^) rx\u)du = J 



^2 ö^j k^du 



Zu Ausdrücken der Integrale dritter Gattung durch ^-Fun- 
ctioAien, d.h. der Integrale, welche wie ein Logarithmus un- 
endlich werden, gelangt man folgendermassen. 

Man dividirt die Gleichung (19.) durch v^^^{x).9^„^{^), so ist 
^. » o,(x+g),»oi(a;-g) _ ^ KM)K.i§) 

oder 

woraus wir durch logarithmisches Differenziren nach v erhalten 
O'oiiu+v) 0'i,i(u—v) 2ö^ot( y) _ 2k'i X\u) X(v) XXv) 

= _ ^^1 i— [^— ^^^^(^)^^(^)] 
~ X(v) ' \—kn\u).X\v) 

Integriren wir nun nach u, so ei'halten wir weiter 

X'(v) /*" du 






X(v) f l—k^JLKu)XHv) 



^!jü(l)Uiigf^ 



oder in der Jacobi'schen Bezeichnungsweise 
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(58.) niu,v^=/ t^knKu)XKv^ = 

Das Addltionstheorem dieser Function 
(59.) 17(M+i, v) = 

kann man leicht a posteriori beweisen, was dem Leser überlassen 
bleibt. Ebenso die Formel für die Addition des Parameters (so 
nennt man v), 

(59a.) n(,u,v+rv) = n(UyV^ + n(Uyfv) — khiX(v^Xiw^X(iv+rv) 

, 1 + k^ Ku) JJjv^ Xijrv) k(u + v + fv^ 
■*" ^ 1 —^2 x(u) ;i(t;) X(_w) X(^v + w—u)' 
Ans der Gleichnng (58.) ergiebt sich sofort die Gleichung 

(60.) niuj v) — IK^v, u) = u Z(v^ — V Z(u) , 

durch welche die Vertauschung von Parameter (v^ und 
Argument (u) bewirkt wird. 

Art. 6. Darstellung der ^-Functionen durch unendliche Producte. 

Ehe noch die Darstellung der i^-Functionen durch unendliche 
Reihen bekannt war, hatten Abel und Jacobi schon die ellipti- 
schen Functionen durch unendliche Producte dargestellt, und da- 
durch, dass Jacobi Zähler und Nenner dieser Functionen für 
sich betrachtete, sind die ^-Functionen entstanden. Wir haben 
hier die Reihenform als die erste hingestellt, einmal, weil diese 
einer Verallgemeinerung, wie sie für die Behandlung der AbeT- 
schen Functionen nöthig wird, leicht fähig ist, während etwas 
Aehnliches für die Productform bis jetzt noch nicht möglich ge- 
wesen ist. Sodann sind ja aber für alle Functionen die Dar- 
stellungen durch Reihen, wenn sie möglich sind, stets als die 
fundamentalen betrachtet worden. Es sollen nun aber die Product- 
formen aus den Reihen abgeleitet werden, wozu wir uns des 
Satzes XXIV. bedienen. 

Um diesen auf die Function ^(o:) anzuwenden, setzen wir 

X = iarcsinif. 
Es wird arcsin^ unendlich gross nur für <= oo, und es gehören 
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zu jedem Werthe von t zwei Werthreihen von x, weil arcsin^ 
[wie lg(0] 6ine unendlich vieldeutige Function ist. Ist nämlich 
für t = ti ein Werth von x = Xxj so kann man, wenn man die 
Variabele t um die Puncte ± 1 mehrere Male herum nach ti 
zurückführt (siehe die Anmerk. zu pag. 107), dort zu den Werthen 

Xi +2jtimj (2n+l)ijt — x^ 

gelangen. Füi alle diese Werthe nimmt aber ^x) wegen (1.) einen 
und denselbeli Werth an, sie ist demnach eine elnwerthige iFunction 
von t oder sin( — xi). 

Allen Werthen von o:, welche die Form 

X + 2i>wjr, — X + ßn+\)iJt 

haben, entspricht umgekehrt ein einziger Werth von t. 

Die Function ^{x) verschwindet nun nach pag. 131 (8.) fiir 

X = — - — a + "ö + 2fÄ^«, und x = — - — a — -^ +2m:7r, und 

nur für diese Werthe, wenn my n alle ganzen positiven und nega- 
tiven Zahlen durchlaufen. Diese beiden Grössenreihen ordnen wir 
nun so an, 

2m+\ tjt ^ . 2m+l iJt 

— 2— « + 2" + ^^"^? — 2""^~"2 "*" ' 

für w = 0, 1 ...oc. So gehören zur ersten Vertikalreihe die Werthe 

. (2m+\^^jt\ .. ^ .. /2w+l Jt\ 

t = smi — rt. a + -^|, zur aweiten t= smi — ^-i — a — -^U 

für welche ^(iarcsin^ verschwindet, und zwar in der ersten 

3 'O'ii arc sin i\ * 

Ordnung, weil ^^-^- für alle diese Werthe von und 

oo verschieden bleibt. 

Da nun ^(iai*C8in/) für keinen endlichen Werth von t 
unendlich gross wird, so ist nach XXIV. im Innern eines 
Ebenenstückes S 

^(i arc sin i) 

JP r— sin(^~tla + i:7r') ^ t — mi{^^^a—\üt) 

11 (m) . / 2m+l ■; ^\ 11 (m) . / 2m+l 7^ 

— sm ( — ^4— ö + i^rj o — ^i^i^.^a — lJt\ 
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00 _ 4 _ 00 



■/-/ (m) 

L 



t 



Sin' ' 



rr 



1— 



t 



oder 









2t 

TIU 






COS' 2,Z 



wenn noch bewiesen wird, dass das Integral 

8 lg 1^ {% aro sin r) 



f 



dx 



{T — t)dT 

über die ganze Begrenzung s von S erstreckt, Null ist 

Setzen wir in (61.) a + jti für a, so ist nach dem pag. 129 
Bemerkten 

d'(x, a + ijt) = d'{x + iiJt, d) = ^oi(^)? 
und folglich 

(62.) ^= ff (i - 'fZ 

(62a.) ^oiu) _ ,yr / ^^Mr_\ 

• Das Stück S wählen wir nun so, dass seine Begrenzung s 
vom Puncte ^ = überall sehr weit entfernt ist, und niemals 
durch einen Punct geht, in welchem die ^-Function Null wird. 
Jeden (noch so grossen) Werth von x kann man in die Form 
setzen x = § + ha + gijtj worin hy g ganze Zahlen und g eine 
Zahl ist, die einem Puncte eines Parallelogrammes mit den Ecken 
0, ijc, a + iJCf a entspricht. Setzt man die Zahlen, welche dem 
Bilde der in der ^-Ebene verlaufenden Curve s in der o: -Ebene 
entsprechen, in diese Form, so kann 

8lg^) ^. , 81g^(g) 

nur unendlich gross werden, wenn h unendlich gross wird, und 
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bleibt daher, mit a: = e aresin/ dividirt, immer endlich, d, h. 
seinem absoluten Betrage nach unter einer festen Zahl, etwa M. 
Schreiben wir nun 



/ö lg i^(e arc sin r) P 



=/ 



So; 6r T — t 

■ 

6lg^(a:) arc sin r dfr 

i ■ II ■■ • ■ • " , 



und beachten, dass arc sin t für zunehmende r langsamer un- 
endlich wird, als jede Potenz von r mit noch so kleinem posi- 
tiven Exponenten, so finden wir, dass der unter dem Integral- 
zeichen stehende Ausdruck für zunehmende r unendlich klein in 
einer um ein Angebbares höheren als der ersten Ordnung wird 

nämlich immer noch in einer höheren als r *'^, und folglich 

— T ~7w ^^^ gßgßi^ 

Null, wenn wir s überall weiter und weiter vom Puncte r = 
entfernt annehmen; was gefordert wurde. 

Um ^io(^) iu ein unendliches Product zu verwandeln, unter- 
suchen wir die Function (f)(x) = ^^ , .. , welche für endliche x 

cos {xi) 

nicht unendlich wird, für x = ma + i «\7r + 2mjr verschwindet, 
wenn m nicht Null ist, und die Periode in besitzt. Ferner ist 
g)(iarcsin^) eine einwerthige Function von f, welche für endliche 
t endlich bleibt, und welche die Anwendung des Satzes XXIV. 
gestattet, wenn das Stück S wie vorhin gewählt wird. Daraus 

^ '^ cos (xi) ^i ^' ^'""^ \ ^^^^ ^^^ / 



oder 



2 7tU 



(63a.) %^> = cosfH.,r A__^"J_A^,. 
*" 1 \ cos^ 



Ki 

Endlich ist tp{x) = -4^ eine Function, die für x = 

ma + 7UJt verschwindet, wenn ?n nicht ist, und auf welche, 
wenn a; = /arcsin^ gesetzt wird, der Satz XXIV. angewendet 
werden kann. Daraus folgt 
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(64.) 



tfix) ^ii(a;) i ^n(x) 3t 



ip(0) %mxi ^'ii(O) ünxi 2ir|/Ä:^oi 



-~ ^ %m^xi 



H (m)\ sn 



oder 



1 



^ . 9 TTW 



<«-) ^'-'-f^*-S-7/„/.-"° 



2ä;^ 

©Ol ^ "'" ^A' ^^ rm; ^ ^ »iTrÄ" ' • 

%K 



Ersetzt man sin /^a^ durch ^-r^ , cos {lai duych 

^ — ; — ) so lassen sich die Producte leicht in die Formen 

bringen, welche von Jacobi herrühren: 



(62b. --^=Jl 



©Ol ^^If«; (1_^2»-|-1)2 






An 



1 

nu 



^ ^ 00 1 JT ^ ^'"^ 2^^ // (n) (1 — ^«»^a 

Für w == Ä^ folgt aus (61b.) 

l/^' = 7/r«; 1 + ^2«+i • 



Art. 7. Darstellung der Constanten ^9^, ^oi? ^lo? ^\i durch 

unendliche Producte. 

Die aufgestellten Formeln liefern die Darstellungen der 
^-Functionen durch unendliche Producte nicht vollständig, indem 
diese Producte fürs erste noch mit den Constanten ^, ^oo ^io> 
^'ii zu multipliciren sind, welche bis jetzt nur durch Reihen 
dargestellt sind. Mittels der Gleichung (3.), welche für Constanten- 
bestimmungen überhaupt von Wichtigkeit ist, gelingt es leicht 
auch diese Constanten durch Producte darzustellen^ ohne dass 
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man dazu, wie Jacobi (Fundamenta nova pag. 178) besonderer 
Kunstgriffe nöthig hätte. 

Wir wenden die Differentialgleichung (o.) ^ .^ = • — ^ 

auf die rechte Seite der Gleichung 

' V cos^ ^l a 
an und setzen nach der Differentiation o: = 0, für welchen Werth 



dx^ 



mit ^" bezeichnet wird. So ist zunächst 



cos^ ^ : a — sin^o;* 



also weiter 



^" = ^.v 



,3 



cos^ — 27"" ^ 

g(2i»-fl)o 



.ÄrmA a« 2w+l/ 8a ' 

oder wenn man mit 4^ dividirt 







Ig^ ^ ■*"^.äidfm;l+er2m+i;«-2^^ + l ? 



worin A von a unabhängig ist. Für a ^ — oc^ igt ^ = 1 , die 
Summe der rechten Seite 0, und folglich A = ^. 
Schreiben wir nun 



und, indem wir die Reihenfolge der Summationen vertauschen, 
hierfür 



'^'*^ 



so erhalten wir, indem wir noch n-\-l durch n ersetzen, also 
eine um Eins verschobene Zählung einführen: 
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rfi5^ <h == ff IzT^ 1 4- er2>iH-u« 

^ >* 7/ rw; 1 + ß=^«'« * 1 _ßr2m-i;a 

1 

und wenn wir a + ijt für a setzen 

(66.) ^,, = ][J^^^JjJ—^ 




1 



QO 



2ä-'^ 



1 
Ein ganz gleiches Verfahren lässt sich auf die Function 
^loW anwenden, welches die Gleichungen liefert 



(67.) ^.0 = 21/,//^^^^ 



.2C2rn— i; 



j * r ^ 




und muss nur in geringer Weise modificirt werden, damit es 
auch auf 

„ , , n/ sina*/ /l /. sin^;r/ 

^ JJ.(m)\ ^vo^mai 

1 ^ 

anwendbar sei. Wollte man nämlich die rechte Seite in die 
Gleichung (3.) einsetzen, und dann x = setzen, so würde mau 
= erhalten.*) Man muss deshalb, ehe man x = ^ setzt, 
mit sin xi dividiren und nachher x = setzen. Das weitere 
Verfahren ist ganz das frühere und liefert 

(68.) -.>'h = '^iV-Ü cn.A^-q'-f = ]/ kk'Pfj , 

SO dass nun alle Constanten durch Producte dargestellt sind. 
Bilden wir das Product 

.> . >V-o i . ./, — ^Vq ii(^) iZZ^ä^^Tj 

= 2i/^yir^„./i-g^^^-'>.(i-<?*"').(i-g*'')^ 

1 

1 

*) Der Irrthum, welcher sich bei Jacobi (Fundam. nova pag. 185, 
Gleich. 5) eingeschlichen hat, ist auch in Briet und Bouquet tiber- 
gegangen No, J52 Gleich. 15, 
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= '^\/T ] [ u^-q^^y, 



1 



woraus nach (68.) fliesst 

welche Gleichung wir schon pag. 148 GL 54 aufgestellt haben. 
Die dort angewendete Methode hat den Vorzug der Verallgemei- 
nerung für hyperelliptische Functionen fähig*) zu sein, die hier 
gegebene den Vorzug, dass sie nur Mittel erfordert, welche die 
fundamentalen Eigenschaften der ^-Functionen selbst bieten^ wäh- 
rend dort die elliptischen Integrale zu Hilfe genommen wurden. 

Art. 8. Darstellung der @- Functionen durch zweifach unendliche 

Producte. 

Die Gleichung (61a») kann in eine andre Form gebracht 
werden, indem man schreibt 

* . « TT« 



^ cos^ 



2iK 



/ cos^ ^^ - sin^ -^ x 



^ cos^ 2,X 



/ Tiu , (2m+l)7tK'\ / Tiu (2m+l)7rif'\ 

_ /y / eOBi-^+ 2»X -j'^nW- 2iir ) \ 

^Jl(no\ , i2m+l)7tE ' ) 

cos 2,x 

-n-l COS 2|Ji^ 

Man darf hierin nicht sofort das Product über alle m von — oc 
bis -f- ^ ausdehnen, sondern muss den Ausdruck als den Grenz- 
werth der hier aufgestellten 2n Factoren ansehen, weil das Pro- 
duct nicht unbedingt convergent ist, d. h. eine willkürliche An- 
ordnung der Factoren nicht zulässt. Im letzten Product conver- 
giren die Factoren für wachsende m nicht gegen 1, so dass es 

*) Cr eile's Journal Band 71 pag. 201 et seqq. Gleich. 14. In einem 
Aufsatze, der demnächst in Crelle's Journal Band 75 über diesen Gegen- 
stand erscheinen wird, wende ich noch eine andere Methode an. 



158 

eben nicht als unendliches Product, sondern als ein Grenzwerth 
aufgefasst werden muss. Mit Hilfe der Gleichung (A) pag. 55, 
i(2m+\)K^ für h setzend, erhalten wir hieraus 

(70.) 

oju) ^ .y ^y / . u 

e «,«'?oD J-icn^') J-i(m)\ {2m+l)K+ii2m'+\)J{' 

— n' — 1 — n— 1 

Um diesen Grenzwerth in ein unbedingt convergentes Pro- 
duct zu verwandeln, benutzen wir die Eisens tein'sche Methode 
(siehe pag. 70). Wir multipliciren das allgemeine Glied des Pro- 
ductes (70.) mit 



F. +i. 



^(%m^l)K-[-(Zm^+l)iK^ \(2f„r\-l)K-]-(2m'-^l)iK'f , 

dann ist der Logarithmus des allgemeinen Gliedes (wenn 
zur Abkürzung gesetzt wird): 



lg 



"- + i ^' 



l_.Ji_ l/«,m' <,m' 



Ufn, 



m' 



= . «"(i+g) 



f», tn' 



worin £ eine ihrem absoluten Betrage nach kleine Zahl be- 

deutet, wenn dem absoluten Betrage nach unter 1 liegt. 

^^, »», 

Man sieht nun leicht ein (was das Kriterium der Convergenz ist, 
siehe pag. 70), dass m^^^ .m''^^ • — -5 — so lange die posi- 

m, m 

tiven Grössen ö, r unter der Einheit liegen, und K und iK^ in 
einem complexen Verhältnisse zu einander stehen — mit zuneh- 
menden in beliebigem Verhältnisse stehenden m, rnf gegen Null 
convergirt, so dass das Product 

ein unbedingt convergentes ist. Dieser Ausdruck unterscheidet 

&{u) 
sich von der Function —pr- durch den Factor 

& 



f = lim e 

n' n 



" ** r ^ 1 1 ^^ "1 

2J(m') -Sff»; \ u ". ^ M^ ; 



In der Summe ^, ^V^. muss die Summation über m 

Jmä(jn') Ji^Ctn) Um. m' 



^ ^ i(m) Um, m 

— /»'— 1 — n— 1 
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Zuerst ausgeführt werden. £s ist nach pag. 56 

„=.00 Jmd(m) Um. m' ^ÜT 1K 

— n — 1 

und bildet man nun die Summe für alle »»', so hebt sich der Term 
m' gegen den Term — m^ — 1 fort, und die Summe hat daher den 
Werth Null, so dass der Factor f von der Form e^^^^^ ist, und M 

den Werth ^, ^, -^ hat. Um die Constante M zu 

Jmä(m')jmä(m) u^ ^. 

bestimmen, entwickeln wir Ig^-iW nach Potenzen von w, so be- 
ginnt die Entwicklung mit der dritten oder einer höheren Potenz*) 
von w, weil wir ja in (71.) die einzelnen Factoren so eingerichtet 
haben, dass in ihrer Entwicklung die erste und die zweite Potenz 
fortfallen. Nun ist aber 

lg 6{u) — lg 6 = lg {s.^{u) . e- i ^'^] ^ —\u^M + lg $^{u) 

und da nach (52.) pag. 146 für w = die Gleichung stattfindet 

8'^ lg S{u) ^ , ^ kk'^ dK ^ e^' 
8^2 — c — ^ ^^ _ ^ , 

^ kk*'^ dK 

so ergi^bt sich Jf= — — ^, und endlich 

(72.) 

««,m' == (2m+i)K+ (2»'+l)»Ä", 

womit nun ß(u) als nnbedingt convergentes zweifach unendliches 
Product dargestellt ist. 

Nun sei zur Abkürzung «„,„ = 2 mA-+(2n+l)>/r- > ^•« = 

1 1 

(2m+l}£+2mK'' ''"'" °° 2m£:+2niE'> '^ *'* "**'*' demselben 
Princip: 

(73.) sM^ iZr».«/!-^*«».«)/"""^^"''''""" 



— OD 




u^kk' d{Kk') 



Jt 2K Bk ^ , . 



Ik'K 



*) Da die Fnnction gerade ist, so beginnt die Entwicklung erst mit 
der vierten Potenz von w. 
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(7 4.) (Sy U) = 7 / ^^^ „/l — W ßm, n)e ' 



— 00 




w2A:'2 9(A'^) 



e .Öio(w), 



2kK 
(75.) ö(w) = u,J[^^^^^{\--uym,n)e ' .*) 



— QC 



Im letzten Producte ist die Combination ;w = 0, w = nicht als 
einen Factor bildend zuzulassen. Die Function (>(w) lässt sich 
nach Herrn Weierstrass in eine Potenzreihe entwickeln, deren 
Coefficienten ganze Functionen von k'^ sind. Wir begnügen uns 
auf diese Eigenschaft aufmerksam gemacht zu haben, weil die 
Entwicklung complicirt ist, und die Coefficienten wenig übersicht- 
lich sind. 

Bei Bestimmung der Grösse M fanden wir 

K hk' 
man findet in ähnliclier Weise 0"oi> ö"io» ^^^ zwar ist 

«// _ /2 khf-' d{Kk) 
und 

Art. 9. Partialbriiche. 

Führt man für x die Variabele t durch die Gleichung x = 

1 

^a^csin^ in 7; — ^—. ein, so lässt sich mit Hilfe des Satzes XXTTT. 

1 

pasr. 51 die Function i: — r. : — :7 in eine Partialbruchreihe ver- 

tTh gil arc sm t) 

wandeln, welche unbedingt convergent ist, und dann durch Auf- 

1 

lösung der Function — — in Partialbrüche in eine zwei- 

^ cos (t T) 



)lim ^,-1 = lim ^^ * *«' 



iO+Ä"), (W, nO ^ (0, 0). 
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fach unendliche Partialbruchreihe, welche nur mit vorgegebener 

Anordnung der Glieder gegen einen festen Werth convergirt, (aber 

mit den Eisenstein'schen Mitteln leicht in eine unbedingt con- 

Ycrgente Partialbruchreihe verwandelt werden kann). Wir wollen 

indessen hier den umgekehrten Weg einschlagen, und zuerst di« 

zweifach unendliche Partialbruchreihe herleiten, weil wir so 

1 1 

nebenbei zu den Partialbruchentwickelungen für — : — , 

sm ^ ' cos ^ 

gelangen. 

Die Function ^ — ;— - wird für x = ma-^ nm = x^ « un- 

«^1 1 ix) 

endlich gross in der ersten Ordnung, und es ist, x — x^^n = x^ 
gesetzt, 

w», n 

und mithin nach XXUI. 

^1 1 (^) ^'i 1 (0) " ^ o; —am —nm ' 

(m, n) 

wenn die Summation über alle ganzen Zahlen m und n aus- 
gedehnt wird, für welche Xm,n im Innern eines Stückes S (in 
der x- Ebene) liegt, welches die Eigenschaft besitzt, dass das über 
die ganze Begrenzung s von S genommene Integral 



./ 



J (g-^)^ll(g) J g^ll(g) ^jl 



g(g-^)^ll(g) 



d§ 



verschwindet Das Integral J — — — — convergirt nun im- 

mer gegen Null, wenn die Begrenzung s durch keinen Punct 
geht, für welchen ^aix) verschwindet, und überall weiter und 
weiter von dem Puncto x = entfernt wird, weil dsutü die zu 
integrirende Function mit zunehmendem g überall mindestens 
unendlich klein zweiter Ordnung wird. Nehmen wir nun 
für S eine Figur, die zwischen den Puncten der o;- Ebene 
i(27n'+l)a + i(2n' \~\)ijr. und i(2;«'+l)a — H2w' f l)/jr durch 
eine beliebige, keinen Punct Xm,n treffende Curve, zwischen 
H2m'+l)a — i(2n'+ \)ijt und - i(2m'+\)a — i&n'+l)ij€ 
durch eine Gerade, zwischen — i(2///'+ l)a — i(2w'+l)ijr und 

Thomae, Theorie d. compl. Funet. 2. Auß, 11 
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— i(2w'+l)ö^+^(2n'+ l)i> durch eine beliebige, keinen Punct 
Xm,n treffende Cufve zwischen — i(2/w'+l)a + ^(2n'+l)ijr und 
i(2»i'+l)ö + i(2w'+l)«^ durch eine Gerade begrenzt wird, so 
sind die für das Verschwinden des letzten Integrales nöthigen 
Bedingungen erfüllt, wenn m', n' über alle Grenzen wachsen. 

/dB 
^. . zerfällt in die beiden geradlinigen, 

und in die beiden über die beliebig gelassenen Curven. Auf den 

letzteren wächst der reelle Theil von § mit wachsendem m' über 

1 
alle Grenzen, und es wird daher auf ihnen ^ — — [wegen der 

Functionalgleichung (2.)] unendlich klein in unbegrenzt hoher 
Ordnung. Die von diesen Curven herrührenden Bestandtheile con- 
vergiren -deshalb gegen Null. Auf den beiden geradlinigen 
Strecken giebt es zu jedem Puncte g auf der einen, einen Punct 
— g auf der andern, und die beiden zu ihnen gehörenden Inte- 
grationselemente 

'^ und ^(-^) - '^ 



sind einander entgegengesetzt gleich, deshalb heben sich die von 
den beiden geradlinigen Strecken herrührenden Bestandtheile des 

Integrales / --77 — r-z: gegenseitig auf. Demnach convergirt auch 

das Integral 



/ 



(g— a:)*ii(g) 
mit wachsenden »»', n' gegen Null, nnd es ist folglich 

. (78.) ^ = <: li. V ±ziril£i, 



^i i (X) Ji^m) „. 00 jmd(n) X — Ö/W — TUtlt 

— 00 — n' 

woraus für a = — c^ , also g = sich ergiebt 



e' — e""* i%m{ — xi) «' 00 jmd(n) x — mjt 

— n' 

oder wenn man x durch it ersetzt, 

— n' l 

und wenn man t durch t — ^Jt ersetzt, 
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(80.) 

1 ,. ^^ (—1)" ^ (— l)»(2w+l) 



= _Um V ~^^. .. = jrV 



— n' 

Wenden wir nun die Gleichung (79*-) auf die Gleichung (78.) 
an, so folgt 

(SM lln^ = V ^-^^"^' 



—•OD 



ff., X _j I /_iE!_ V" (—irr* 






oo ( 1)"». 5^*. cos -^Y 






^sin 2]^ 1 cos — -77 cos -g- 



2 



= 1/ ^' M I iain^" V* (-irg'»+"(l +<?"») \ 



welche Reihen unbedingt convergent sind. Ersetzt man x 
durch x + ÜJr oder m durch m + ^ in ihnen, so folgt 

(82a.) -*i_ = V ^-'^'^^ 

'^io(^) Jmd(m) i cos (mai — a:/) ' 



— OD 



(82.) 



1 1 /S^^kk' ^^ (— 1)"»^* 



-00 cos^^F"" K ) 
1 . .1 ^w ^ (— l)«»ö"»f'H-i;.(l+^am) 
cos 5 2^ ^m; j _^ ^^ TtU ^ 



1 
um die Function ^, . durch eine Partialbruchreihe dar- 

zustellen, ist es jedoch bequemer, durch die Gleichung x = 
i arc sin t die Variabele t einzuführen. Da nämlich mit zunehmendem 
t stets der imaginäre Theil von arc sin tj also der reelle Theil 
von /arc sin^ unendlich gross wird, so convergirt das Integral 

de 



ß 



gegen 0, 



(r — ^{i arc sin r) 

wenn es in der t- Ebene über eine von der Stelle r=0 überall 
sehr weit entfernte Curve genommen wird, welche keinen Punct 
trifft, für welchen ^(«arc sinr) vei^sch windet, weil die zu integri- 
rende Function [wegen der Functionalgleichung (2.)] für wachsende 
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T unendlich klein in unbegrenzt hoher Ordnung wird. Da nun 
^{l arc sin t) für / = sin ( — ^. — « ± -s^ ] = ^»» verschwindet, 

uud wenn m alle Zahlen von bis ^ durchläuft, nur für diese 
Werthe verachwindet, da ferner t — t,n = /' gesetzt 

lim -T-r: ; — -r" = lim -«/- 



t=tm ^ (*^ *ß^ ^^^ ^) t' ^ (l arc sin [t^+ /«]) 

«^'(/arcsinU i^'[i(2m+l)a ± hm] 



ist, so folgt aus XXIII. 

(83.) ^ 



^ (/ arc sin t) 



00 






\ N 

2»i+l 
— COS— 5^«/ 



2m+l 
(M\ -L- = V '•g'»'(l— g'"^^) C08 -^- a 

(85.) 

„ i(2m+l)7tJ5r' 

1 l/ Jr*"v" </■»' (! — «""+') ^* 2^ 



e(u) l/SM'Ä-^^™; ^_^^„^^ ■eosÜ?^5+ü^'+co8f' 




%K^kk' 1 ^ 2^»*'^(1— ^^2«H-i;)^ 2 



-X 



jr» Ö{M) ^m; (_i)».(;'^(i 4.2^«+! cos ^ + ^f*»+»;) 

Setzen wir hierin x-\-\'m für x und u-\-K fttr M, so er- 
halten wir 

2m+l 

i^oi(x) ÄO(_ij«^^^,^^ co82a;i-co8-^HEH« 
. l/^^' _1_ =, v* (— ^)'"-2l^g-g"'+"- (^ — g'^^"^*-») 
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Um die Functionen — , — , durch Partialbrüche 

äx du 

darzustellen, braucht man nur die Producte für ^{x), 0{ü) lo- 
garithmisch zu difFerenziren, so erhält man diese Darstellungen. 
Wir beschränken uns auf die Functionen 0(w), 0oi(w), Oioiu) 
Ol 1 (u). 

Aus (70.) folgt 

^ *^ du «.,«"« Jmd(n)jLifrn)u—{2m+\)K—(2n+\)iK'' 



— n' — 1 — m 

und aus (61b.) folgt 



rfw /r ^rn; 1 _,, 2^^''+icos ^ + q'<'^'-^^> 

Aus (73.) folgt 



(89a.) ^^gQoi(^) = H^ V >^ 



t?w -ii^rn; jhd(m) u — 2mK — (2/i + 1 ) i^' 

— n'—l —m'—l 

oder aus (62b.) 

(89.) ^}i^ = ^ V ^^::^i^ 

du K Jmkn) ^ __ 2^2^-1 . COS ^ + ^«^«+^^ 

Aus (74.) und (63b) folgen die Gleichungen 
d\gOiQ(u) __ ,,_ yi ^ 1 

— n' — m' — 1 



(90a.) ^'g^'o^") = lim V V ? 



2» • 'f« 






du 1K ^1K A' ^w 1 _^ 2^«- cos f +« 

Aus (75.) endlich und (64b.) folgen die Gleichungen 



w w 



dlgöii(«) _ ,;„ x^ V. 1 



(91a.) "_i£:ZiiV»' = lim V V 

^ ^ du jmd(n)Jmd 



\(m) u — 2m K — 2niK* 

— n' ■ — m' 



M ' ^" 



^^''^ du - 2k'''Hk+ A'^(»;i_2,.,,,-+,.; 

Setzen wir in der Gleichung (90a.) ä^' = ^-^ also ^ == 0, 
so folgt die schon pag. 56 gefundene Gleichung 
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— X . JVU ,. ^«^ 1 



(92.) 2^tg^ = Um 2i„,^_(2^+i)^ 



= 2mV 



— m' 

00 <! 





Setzen wir in der Gleichung (91a) ^' = ex;, so folgt 
(93.) _ cotg g = lim 2^,, ^_2^^ , 

welche Formeln im Folgenden von Nutzen sind. 

Mit denselben Mitteln als die reciproken Werthe der ^-Func- 
tionen lassen sich Quotienten zweier i^*- Functionen in Partialbrüche 
entwickeln. Die Function X{u) ist ungerade und sie wird für 
w = t^n, n = 2 m jff + (2 n + 1 ) ^ ^' unendlich gross erster Ordnung. 
Das Integral 

ü) 



/ ^ jv) dv ^ rx (v) dv ^ rX{v)d\ 
V U J V I v{v 



convergirt gegen Null, wenn s die ganze Begrenzung eines ge- 
radlinigen Parallelogrammes ist, dessen Ecken ^mf K -\- K + 2nf iK^ , 
—1m'K—K+2nHK', —ImfK—K—ln'iK', 1mfK-{-K—1nHK' 
sind, wenn /w', n' über alle Grenzen gross genommen werden. 
Denn da ^(r) auf diesen Linien nirgend unendlich wird, so con- 
vergirt das letzte Integral mit zunehmenden /w', n' gegen Null, 
weil die zu integrirende Function unendlich klein zweiter Ord- 
nung wird. Das Integral^ J — ist genau gleich Null, weil 

zu jedem Elemente auf s em Element -^ - 

= auf ^ zugestellt werden kann, welche sich zusammen 

aufheben. Da nun weiter, u — w^, n = «*' gesetzt, 

lim X{u){u-'Um,n) = lim u\X{u'+iK'+1mK-^%iiK') 

= (-irjiim^M'.AiM'+t-Aro = (— ir lim JJ^^*) = -/- 

ist, so fliesst aas Satz XXIII. die Gleichung 



eo,(u+iX')]/lc öti(«)l/& * ' öoi(«)l/* *'^W 
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(94a.) X(u) -,»;m,TX„;I^«; »,-2mA--»(2n+l)>i-- 

—n' — 1 — m' 



und mit Hilfe der Gleichung (79.) hieraus 



(94.) x{u) = ~y\ 



TT «' 1 



—n'—l Sin 2J= 

(2ii+i)7tiK' 



= T-TTßin 



kK 1K J^ün) (2w+ 1 ) niK' nu 

0^ cos^^ — *-j^ cos-y- 

sin 



Ganz ähnlich lassen sich die ungeraden Functionen //(w — K) 
und v{u+iK^) behandeln, und zwar erhält man so die Gleichungen 

(95.) ^(i^-Ä-) = -^.limV Y, ,o _Li.i^ o. _Lix-^/ > 

— n' — 1 — m' 

(96.) »^(M+i^O = —i lim TL , X . ö^-F^V^/- 

Ersetzt man in (95.) u — A"^, so folgt 

(97a.) ,(.) = -Um V^^^^J;^^ .-2.1- (T+ D»^- ' 

— n' — 1 — m' — 1 

und hieraus mit Hilfe von (79.) 

(97.) fiiu) = -^ lim V ^^ ^-^^" 



2^ä: .äi^r»; ,. 7iu~{2n+\)mK' 
— n'— 1 Sin 2]f 

2^ Jtu ^ (— ^) s^» W 



== Ti-^ COS 



ikK 2K Ji^(n) _„ (2n+l)7r/Ä'' _ nu 



cos ^? — COS ^ 

2jt yq jiu ^^ (_ 1 )» ö« ( 1 — ^^«+1 ) 

k.K 2K ^00 i_2^2«+i ^.^jg ^ +g^(^n-\-i) 

Ersetzt man in (96.) u + iK^ durch u, so folgt 

(98a.) ,'(w) = i lim V, V ^ J ^/^ . ,^,,, 

und mit Hilfe der Formel (93.) folgt hieraus 



L_M. SJ 
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(98. v{u) = ^ hm ^^^ (-1)- cotg ^ 



In dieser Formel convergirt das allgemeine Glied mit wachsen- 
dem n %^%'&Kii ±L Setzt man darin w = 0, so ist 

^(^) = 1 = lE'™2r«/-l)^"*g ^i ' 

und ziehen wir von dieser Gleichung die Gleichung (98.) ab, so 
erhalten wir 

(99a.) l_i;(w) = 2^2^^^^^ . (2n+i)mK' . ttw— (2w4-l)7rtX'' 

T^ sin — -^ . sm i^-j? 

worin das unendlich ferne Glied gegen, convergirt, so dass 
man eine endliche Anzahl unendlich ferner Glieder fortlassen kann. 
Zieht man nun das Glied — n — 1 und n zusammen, so folgt hier- 
aus mit Fortlassung eines einzelnen unendlich fernen Gliedes 

cos j^ cos -7?- 

und hieraus endlich die Jacobi'sche Formel (Fundamenta nova 
pag. 87) 

(99.) 1 — ^(w) = -TF sm^^T-TF T. ^• 

^^ ^) 1 — 2^^'*+\cos-^ + (y^^^'^^^^ 

Es lassen sich nun zwar von den vier ^-Functionen je zwei 
noch auf andere Weise zu einem Quotienten zusammensetzen, und 
diese in Partialbruchreihen entwickeln, allein wir begnügen uns 
mit deu hier aufgestellten, welche die wichtigsten sind. 



Art 10. Darstellungen durch die Fourier'sche Reihe. 

Um die Function lg Öo i (u) in triugonometrisohe Reihen zu 
entwickeln, bedienen wir uns der Formel (62b.) und erhalten 
aus ihr 

QO QO 
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= lg//^^j{l— **")+^Jig(l_^««+ie"^)+Ig(l_<y2«+ie * )] 



(n) ' -^Mr»/ 

1 



K K 

und wenn man nach aufsteigenden Potenzen von e und e 

u 
entwickelt, was für alle reelle Werthe von —• möglich ist, 

OD JD QO . 

1 Ol''* ^ 



Da für alle Werthe von — diese Reihen unbedingt conver- 

Ji 

gent sind, so können wir die Reihenfolge der beiden Summationen 

umkehren und die Summation über n ausführen, dann erhalten wir 

„ mnu 

(100.) Igöo.W = lg7/r«;(l-«'")-2^,™;^^TZ:^' 

und wenn wir u um K vermehren, erhalten wir 

(101.) lgö(«) = lg7A„;(l-g'")-22,..; ^(l_g.m) ' 

und wenn wir diese Formeln difFerenziren 

(.0.) ^jf^iit) = $>:.,i;:i^ . «„,, 



du K^f"^^ 1— ^^« 



mTTM 



(103.) _^lgÖW_2.V<. (-ir^-sin-^. 



Mit denselben Mitteln finden wir 

(104.) \^e,M = 

OD '^ ( l)"»^2m cOS^^ 

lg [2l>? 7/ Wd-«^'")! + lg cos g. - 2 X».; ^(i-g^) ' 



mTCM 



(105.) lg6?uW 



2Ä^ ^<"'>m(\—q^'^) 



lg| l/« -^^^ll (m) 1_^2m J + lg Sin 5-r- — 2 

und hieraus durch DifFerenziren 

(i<)6.) — :j:: — = — 2rptgöT' + 



dM 2K^1K ' K ^•■'> \—q^ 



mnii 
> 
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• n_ . natu 






Zieht man die Gleichung (100.) von der (105.) ab, so er- 
hält man 



*. V cr^ ^/m ^"^^ 



Die Grössen lg sin ^-7>, lg cos ^ lassen sich auch noch 

in trigonometrische Reihen entwickeln, wodurch die Darstellung 
von \g0io(u) und IgÖii(w) erst vollständig wird, diese Entwick- 
lung hat jedoch für uns kein besonderes Interesse. 

Die elliptischen Functionen und die reciproken Werthe der 
6 -Functionen lassen sich dadurch in trigonometrische Reihen ent- 
wickeln, dass man jedes einzelne Glied ihrer Darstellungen durch 
die Fourier'sche Reihe darstellt. Setzen wir für das allgemeine 
Glied der Partialbruchreihe den Werth, welchen uns die Gleichung 
liefert, 






2^'Vt \'-r« • ^ . q»/ e"'^ e 



l__2,^-+.eosa|f + ,.»^» ^\_^^,JP ,_^^,^. 



—mu) 



in die Gleichung (94.) ein, so erhalten wir 

""^'^ 

In dieser Reihe, welche unbedingt convergent ist, so lange ~ 
reell ist, können wir die Reihenfolge der Summationen umkehren, 

und die Summatiou über n ausführen. Da ^^^^^tf^ -q^^*'^^^" = 

l_^2m+l ^»t; 80 folgt 

und ähnlich 
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m (2m+l)w 

(110.) m-^-^^,., ,^;i. > 

0% ^. cos -^ 



(111.) ^(^.).= ^(l+4;^(„^^ 



2m 



Setzt man in das allgemeine Glied der Partialbruchreihe (87.) 
den Werth ein, welchen die Gleichung liefeii; 

1 _ 2^»«H-i cos -^ + ^2(2mH-l) 



= — 1+ —: + 



7tu% — n%u 



1 
so findet man 

(\X1\ I /2M^ 1 _ 

*- -* 1/ jr3/^ Öoi(«) 

OD , 00 

\ 1 

nnd wenn wir u um K vermehren 



jtnu 
cos —^ 1 J 




(113.) ■'2**'^' ' 



:it^]/q 0{u) 



C» /OD 



\ . 



So lange der Werth von — reell ist, sind diese Reihen unbe- 

dingt convergent, und man kann die Reihenfolge der Summationen 

vertauschen, wodurch sie in Fourier'sche Reihen verwandelt werden. 

Die Coefficienten lassen sich nach XIX. durch bestimmte Integrale 

darstellen. 

Durch ähnliche Methoden kann man auch die Quadrate der 

elliptischen Functionen in Fouier'sche Reihen entwickeln. Jacobi 

giebt die Formeln (Fiindamenta nova pag. 110 und 113.) 

nnu 

n1A^ ru^-'^ JL 2^'V "•^ •""'"^~ 
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nnu 

J 

2n 



(116.) 

1 _^ E jr^ 2^^ (— l)"Mö'''»cos-g- 

ni7^ -J- = -A- 4, ^^ V ^ ^ '^ Ä 



worin, wie schon früher 

p 

zu setzen ist. 



Aus den Productentwickelungen 




/l— sing: -». 1 -2g« sin II +?^ 
1 + sm 2]^ 1 1 + 2^» sin ^ + ^ 



2n 



riiQ^ 1— ^^(^) _ i / \—kX{u) 

^ '^ j;(w) ~ V \+kX{u) 

_,/-/> l-2l/^^^sin^+^^«+^ 
— K^ Jl(n) 7 ^^r; 

findet man 

020.) i.l/g| = 



•gl/ ^+4V - ^ 




l_8i„iEIi ^'"^ (2k+1)(1— «r^''+») 

'^ •>' 'Sy l_|.ytA(M) 4^f»J (2«+l)(l — g««^!) 
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Art. 11. Die verschiedenen Darslelluitgen der constanten 

19"- Functionen. 

Es soll nun hier eine Zusammenstellung der verschiedenen 
Darstellungen der in der Theorie der ^-Functionen vorkommenden 
wichtigsten Constanten gegeben werden. Aus den Gleichungen 
(54.), (65.), (66.), (67.), (68.) folgen die Relationen 

(122.) _ 



jr 




2yfc'Ä' . . . <-i 



(123.) ^01 = 1/ =^ = l+ä^*-»/-!)""«"»' 



Jt 



OD , _ QO 



= II<n)f+Vn- //.„/l-^^-^d-«""); 



+ 9 



(124.) ^.o = l/^=2^*J:,„^ 



2k K ^ -, ^ ■ m(m+l) 







**y ^ X± (m)\ ^2(2»»— 1) 7 



(125.) -i^\, = \r-!^ = 2i/«2im;(2»»+l)(-lrr<'^'> 





QO 



1 

Setzen wir in den Formeln (82.), (86.), (87.), u gleich Null, 
so folgt 

Dividiren wir die Gleichungen (94.) und (109.) durch u und setzen 
dann w = 0, so erhalten wir 



*) Die Formel (13.) in Jacob i's Fundamenta nova pag. 187 ist dem- 

, nach nicht richtig, denn setzt man dort \/ q für ^, wodurch kK in 2|/Ä:.if 

übergeht, so erhält man eine mit (128.) in Widerspruch stehende Formel. 
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(129.) —^ = ^q J^^^^ _____ 



V (2»i+l)^ 



Setzen wir in (97.) und (110.) w == 0, so erhalten wir 



C» , ^ ._ „ OD ^ 






Setzt man in (99.) u= K und in (111.) w = 0, so erhält man 

(132.) 

und nach (122.) ist dies 

1 1 

Multiplicirt man dies Product aus, so erhält man eine Potenzreihe, 
welche nach q fortschreitet, und deren Exponenten alle die Zahlen 
sind, welche als Summe zweier Quadrate darstellbar sind. Be- 
trachten wir hiervon nur die ungeraden Zahlen und vergleichen 
die Reihe mit der Doppelsumme, welche ebenfalls eine Potenzreihe 
von q ist, und in welcher offenbar von den ungeraden. Zahlen 
nur die von der Form 4w + 1 vorkommen , die von der Form 
4n + 3 aber nicht, so erhält man den zahlentheoretischen Satz: 

(133.) Jede Primzahl von der Form 4w + l ist als Summe 
zweier Quadrate darstellbar, jede Zahl von der Form 4w + 3 aber 
ist nicht darstellbar. 

Dividiren wir die Gleichung (99.) durch w^ und setzen dann 
w=0, so folgt 

k'^K'^ V^ (— l)"».^2«H-l.{l+<^2m+l) , 



Differenzirt man (97.) und (HO.) nach u und setzt nachher u=Kj 

so erhält man 

..._.. K^kk^ _ ,^ V (-l)"*r(l— ^^"+^) 

_ /_ V ( — l)*".r.(2^+l) 

^^ jhd(m)' l^q2m-^l 
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Dieser Ausdruck ist gleich i^or^io ^^d gehet daher in ii^^d-^^ 
über, wenn man q in — q (a in a + ijt) verwandelt, so dass man 
die Gleichung (129.) durch diese Verwandlung erhält. 

Setzt man in (94.) u = UJi^\ so erhält man 

(136.) ^ = M<i-^-^^) X . qi±5^!) 

^ , ^^ ^i(2m+l)_,_^-i(2m+l) 



= (^-*-^+).X 



2A^^' y' (—irr _ «a n 



ii^W ^^(2m+l) ^ ^-i(2m+l) _ ^^^ _^ ^-^ 

1 
Entwickelt man mit den früher angegebenen Mitteln — r-r nach der 

Fourier'schen Reihe, so findet man 

riQT\ ^ ^ /. . ^iV (—irr /wjrw\ 

woraus für w = folgt 

Differenzirt man (108.) zweimal und setzt dann u = K^ so er- 
giebt sich 

setzt man darin — <? an Stelle von <? (a + e> an Stelle von «), 
so ergiebt sich 

(140.) ^ = l+8 2,r».;T+F^j 





Ist nun p eine ungerade Zahl und ^(p) die Summe ihrer Theiler, 
so kann man den vorletzten Ausdruck schreiben 

00 
1 

In der Potenzreihe links kommen nun offenbar alle Zahlen als 
Exponenten vor, in der rechts aber, wenn man die Reihenmultipli- 
cation ausführt, diejenigen, welche als Summe von vier Quadraten 



• = ,9-4 = 

m 
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darstellbar sind. l)amit beweist Jacobi den Fermat'scben zahlen- 
theoretischen Satz: 

(141.) Jede Zahl ist als Summe von vier Quadraten darstellbar. 
Schreiben wir in (108.) K &a u erhalten wir 

'(142.) lgÄ = lg{4/<?) + 4>:, ^-^^^^^^ 

setzen wir in (108.) iE flir u, so erhalten wir 



und setzen wir in (108.) liA" für u, so erhalten wir 

o = ig(i-/,) + /«;|;„^-^j-p^. 

Entwickeln wir die Logarithmen der Prodncte (65.), (66.), 
(67.) in Reihen, so erhalten wir 

(144.) Ig— == ^Ä 



■^"»^(2w+l)(l+4*"H-i) 
^ Jt ~ ^m;(2/w+l)(l— ^*"^i)' 



2jr ^'*^^' ' ^<'"»>>/w(l+^*"») 

Zieht man die beiden ersten dieser Gleichungen von einander ab, 
so folgt 

(145.) lg Ä' = — 8 2^^^ (2;;,+ i)(i_^2(2«H-i)) • 

Dividiren wir die Gleichungen (102.), (103.), (106.) durch u und 
setzen dann w = 0, so erhalten wir 

^ ^^ ©Ol 2jr2 4:7r3 <iA: "" -i^^rm; i _ ^2m ? 

'^ '^ ' jc'^ ' dk ^("^^ \—q^^ ' 

fAAo\ kk'^^ K'^ d{Kk) , 1 V' {—^Tq^.m 



^TT^.^Ä: ' 8 ^"»>> 1 — <?2m 

Aus der Darstellung elliptischer Functionen durch Producte 
ergeben sich die Gleichungen: 
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(149.) \/k = 1/21/4 .//,„, (-rr^L- 

(150.) K_ = /«.y/^^^(^___^ 

Man sieht, wie manigf altig die Darstellungen der in der Theo- 
rie der elliptischen Functionen vorkommenden Constanten sind. 
Von den Relationen, welche durch Vergleichung der verschiedenen 
Darstellungen erhalten werden, können viele auch mit den Mittelp 
bewiesen werden, mit welchen im folgenden Artikel die verallge- 
meinerte binomische Reihe behandelt wird. 

Art. 12. Die verallgemeinerte binomische Reihe. ^ 

Eine hervorragende Rolle spielen die ^-Functionen in einer 
gewissen Gattung von DifFerenzengleichungen, nämlich solcher, in 
welchen 

J (p(x) = g){qx) — (p(x), J** q)(x) = J" - ^^{qx) — J" - ^q)(x) 
ist. Wir beschränken uns hier auf die Betrachtung einer linearen 
Differenzengleichung erster Ordnung mit linearen Coefficienten, 
welche (im Allgemeinen) auf die Form 

(151.) (1 —X) Aq){x) +x{q^ — \)(p {x) = 

gebracht werden kann, und deren Lösung die verallgemeinerte 
binomische Reihe ist, durch welche die Mittel, die ^-Functionen 
darzustellen, noch vermehrt Werden. 

Integriren wir nämlich die Gleichung (151.) mittels der Methode 
der unbestimmten Coefficienten, indem wir die nach um eine Einheit 
steigenden oder fallenden Potgnzen geordnete Reihe 2anX^ in 
die Gleichung (151.) einsetzen, so erhalten wir die Gleichung 

(152.) j:a„[(lr-a:)a:«(^^— l) + x'»+%« — 1)] = 

-2'an[^*»(^ — 1) + x^'-^Hq^ — g»)] = 0. 

Im Falle die Reihe aufsteigt, wird jeder Coefficient ön + i mit 
dem vorhergehenden a« durch die Gleichung 

(153.) ^^ = 4^4^ 

in eine Beziehung gesetzt, abgesehen vom niedrigsten. Der Coef- 
ficient der niedrigsten Potenz in (152.) muss demnach für sich 
verschwinden, was nur durch passende Bestimmung des Exponenten 
der niedrigsten Potenz erreicht werden kann. Ist dieser Exponent 

Thomae, Theorie d. compl. Fund. B. Aufl. 12 
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liy so hat man a^(q^ — 1)=*0, alio ^=«=0 zu setzen, wenn man 

von einem ganzen Mnltiplum von -j — absieht^ welches nichts 
wesentlich Nenee liefert. Denn Ifiast man die Entwicklung mit 

X ^ statt mit xf^ beginnen, so erhält jedes Glied der Reihe, 

2ni 

also ihre Summe den Factor x ^ d. h. eine Panction, welche 
der Diflferenzengleichung 

(154.) A(p{x) = oder (p((lx) = ^{x) 

Genüge leistet. Jede Lösung der Gleichung (151.) kann aber mit 
einer (154.) gentif enden (ako ia einer besondorn Art periodischen) 
Function, welche wir eine A'- Function nennen wollen, multiplicirt 
werfen, ühne dass sie aufhört eine Lösung von (151.) zu sein, 
weil die linke Seite der Differenzengleichung eine lineare homo- 
gene Function von (p(x) und (piqx) ist. Man kann aber umgekehrt 
behaupten, die Gleidiung (151.) besitzt nur ein einziges Inte- 
gral (Lösung), welches noch mit einer wilikürlichen ^-Function 
ah Factor versehen werden kann. Sind nämlich tp(a?) und x(^) 
zwei verschiedene Lösungon der Gleichting (151.), welcher man 
die Form 

(155.) 9,(9«) = i-Jl-f 9p(x) 

4 X 

geben kann, so setzen wir tpipc) «sd x(x) in (151.) eia Bnd bil* 
4ett diroh Division der beiden fto erhaltenen Gleochuiiigen die neue 

Es iäk also idieser Qttotient eine Ar-Fnnction, w. z. b. nr. 
Die Oleicfattni; (153.) liefert mn füQr a„ d«a Werth 

*• = ^ m^ -1=^ • • • -iiz^ 

und es ergiebt sich als erste Lösviig der Glei^ung (151.), «0'*°^^ 
gesetzt, die Reihe 

ö« 1 Q^ — 1 ö"— d 

(156.) p(a,q,x)=\^-\-^x-\^\-^-\--^^x-^ + ... 

w^elcbe für ^=1 ia die binomisehe R^he, deren Summe (l**-4r)^ 
ist, ttbergdit Fttr die Bezeichnui^ p{a.^ 9, x) soll piOyX) gesetet 
werden, wo es ohne Zweideutigkeit geschehen kann. 



in 

Integrirt man die Greichung (151.) durch eine absteigende 
Reihe, so muss, damit (152.) erfüllt sei, für ^e höchste Potenz 
von X die «te genommen w.erden und die Coefficienten müssen 
wieder der Relation (153.) genügen, woraus als zweites Integral 
der Gleichung {151.) die Seihe 



(157.) 

.-«fa _„ V / 1 V «"-1 4"- 

—— • ■ . >_v>. ■ - • -•^■a» tt 

q2 i^qn 



„M,.. = .-.» »..2i.,(^i^)-. f^ .f£- «"-^ 



in welcher Summe für n = der Term 1 zu setzen ist, und e ^^ 
als Factor zugefügt ist, 4ar»a; ,füpr q=^X ^ie Entwicklung mit der 

von (1 — xf «= .^^"*^ 0:^(1 -— — J nach .absteigenden Potenzen 

^n X übereinstimme, wenn auf dem positiven Ufer der reellen 
Achse, durch welche wir die a;- Ebene gemäss XXXI. begrenzt 
denken, die mehrdeutige Function (1 — x)^ für o; = den Werth 

1, I 1 1 , für o: = oo den Werth 1 und a:" für x = 1 den 



- ('-^) - 



Werth 1 hat. Auch in der Bezeichnung jr(a,^,a:) kann das Ele- 
ment q fortgelassen (werden, w^Qnfi keine Zweideutigkeit ve&<(istßht. 

Man stellt die Functionen pia^x) und jr(a, o:) leicht durch 
unendliche Pi^ducte di^. Denn da n;»Qb {15.1.) 

p{a, qx) = ^_^ j?(a, x), also 

piq^'x) = —. — 7— ••• —. -—1 — .p(a, X) ist, 

^^ 1 — x 1 — qx 1 — q'^^x ^^ ' ' ^ 

und da, wenn « =«« i3o gesetzt wird und der absolute Betrag von 
q kleiner als 1 ist, limjp(^'*a;) nach (156.) gleich 1, und da auch 
lim (l—q''xf ^ 1 ist, so i^t 



»=00 



(158.) 

p{a,x) = hm —'-- -^- « .(1— ^^)«^ 

n=oo 1 — q^x 1 — ^^ X 1 — q^^ X 

worin der Factor (1 — ^x)^ für abs {q) < 1 fortgelassen werden 
kann. Will man aber die Function auch für andere Werthe von 
jq brauchbar maehen, so muss dieser Factor hinzugefügt werden. 
Aelmlich haben wir 

12* 
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1-1, 



J€[a, --] = .pt{a,x), 

\ 9 / 1 L /»1-« 

( x\ ^-y i-i«'' i-i«" 

jr(«, — )= ; ; i jr(a,a;), 

V'W 1— L«i-« 1— L«"^« 1— L^-« 

ic ic ir ^ 

und aus (157.) folgt lim jrfa, — ) = e~^^^ .x^, so dass man 

erhält 

(159.) jr(a, o:) = 



^ r^~^ 1 ^^y^^""^ 1 ^d'*~~^ 

«=«> j L^ 1 — — ^2 1 L^ 



1— -g^-« l_J-^2-« 1— -(7 
hm ^ '''^.a;**. :: • : • • — 



1 \a 

-xn- 



Geht man in (158.) mit a zur Grenze + ^ über, so fliesst 
daraus eine Function 



00 



(160.) w{x) = II,,,i^-xqn, 



(n) 




welche durch die Reihe, (die für a = + oc aus (156.) erhalten 
wird,) 

(161.) ;.(a:) = 2-,„,^-^-^-^^-^^-^^, 

worin für n = die Eins zu setzen ist, dargestellt werden kann. 
Daraus ergeben sich für p(a, x)^ Jt{a^ x)^ welche Functionen bis 

jetzt nur für abs {x) < 1 resp. abs ( ) < 1 durch Reihen 

dargestellt sind, Darstellungen als Quotienten überall conver- 
genter Reihen, nämlich 

(162.) p{a,x)= '"^^^ 



tvixq") 

V^"Mi-?).(i-«2)...(i-«»); A^"^(l-«)-(l-«')..-(l-?")y 
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(163.) 3t(a,x) = g-«'\a;« ^^^ \ 

^0 



X 







_ (l-g).(l-g^)...(l-g») 

(l_^).(l_^2)...(l_,^n) 

wobei wir voraussetzen , dass abs (q) < 1 sei. Für abs (q) > 1 
ergeben sich andere Entwicklungen, die sich in meiner Abhand- 
lung über die Hei»e'sche Reihe, im Crelle'schen Journale Bd. 70 
p. 258 vorfinden. Auch sind dort, insoweit dies möglich ist, pia^x) 
und McCyX) durch Partialbruchreihen und Kettenbrüche dargestellt. 
Für die Function picc^q) ist von Herrn Heine die Bezeich- 
nung Q(ä) eingeführt worden. Ich habe, um an die Gaussische 
77- Function zu erinnern, 

p(a,q) = (1— ^)«/7(«,g) 
gesetzt, weil für q = i 

(164.) Z7(a,,)= lim (l^^Y'-^^^^ 

in die Gaussische Function 

Z7(«) = lim --L — ^.^^._^.(^+l)« 
«=.««+1 a + 2 « + 3 a + n 

übergeht. Sie besitzt, wie man leicht sieht, die Eigenschaft, 

(165.) l=l£!.27(a-l, q) = Z7(a, q), 

welche die der Gaussischen Function all{a — 1) = U(a) für 
^ = 1 direct liefert. 

Nun bezeichnen wir weiter mit 



XQ y *^H A 



(1 66.) S fix) . A -pJl oder S /X^) . 



Ig^ ^ ociq—^) 

X X 

die Summe ^^(u)f{xq^) nnd nennen diese Ausdrücke bestimmte 



Summen. Dann ist unter der Voraussetzung abs {q^"^^) < 1, die 
zur Oonvergenz nöthig ist^ die bestimmte Summe 



i9i 



As 



S /.iKft sq) -^ = 2f,; <f*^^+^^-PU^, r+') 



= (1— ^17(^^(^).;,(_^— 1, qf^+^+\ 
Die letzte ji>-Functiow kann als Product dargestellt werden. Aus 
der Dardtellnng der Function pi — (i — 1, (^+^+^) afe Product 
fliesst die Gleichung 

(167.) p(_/,_l,<j/'+^+2) = -ß^ ^» 

^ ' a—qr-^\n((i+k+\, q) 

00 daiiÄ also 

sich ergiebt, woraus für q = t — 6, wenn € zu Null abnimmt^ 
die bekannte, hier auf eine neue bemerkenswerfhe Weise abgeleitete 
Formel fliesst 

Die Gaussischen ü- Functionen genügen* bekanntlich der 
Gleichung (siehe pag. 122) 

sin^jr 1 

jt ~ n(—fi).n{ti'—i)' 

Etwas ganz Aehnliches findet für die vetallgemeinerten //-Fun- 
ctionen stati Bilden wir nämlich aus (164.) das Product 

m—ii,q)n([i—\,q) 

^* ^ \T. (r=9)5 (i-«2p 

\—((^-\-q~f*)q'' + q^'^ 

so finden wir durch Verglfeichung derselben*) mit der Formel 
(64b.) die Delation 



/ 



*) Zu demselben Hesultate kann man auch ohne vorhergehende 
Kenntniss der Productentwickelungen der ^-Functionen mfit Hilfe der 

Ijrleichungen (i.) und (2.) gelangen, indem man fi = y-— setist. Die 

Constante bestimmt inan durbh Spedalisirung des Werthes von fjt. 
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(168M ^-^^ 3»ii(i^lgg>ilgg) i^ 

<.^''» ) n(-fi,q)n(fi~i,q) *',,(0,ilg«) * ' 

woraus umgekehrt gefolgert wird, wenn man erst (ilgQ durch 
2/ setzt und dann q durch q^ ersetzt, 

(168.) Jli^l^^.e' =-2- r-4=fl ^ 

*'u(0,«) zz{-j±,,^)/7(^-l,,«) 



Dieser letzte Ausdruck ist nun ald Product zweier p- Fun- 
ctionen eine Quelle neuer Darstellungen der d-- Functionen. Die 
unendlichen Producte sind zwar nicht neu, aber die Darstel- 
lungen (156.) und (162.). 

Ebenso findet man die Gleichheit 

/i69N »ii(ilgar^%ilg^) ^a [\g(x\/q)~in] ^ ^((^yQ ,^) ^ 
'^ ^iidlga;, ilg^) P(«,g,^) 

durch' welche die Darstellungen von ^-Quotienten, worunter die 
elliptischen Functionen, vermehrt werden. 

Ausführlicheres ttber die verallgemeinerte binomische Reihe 
findet man in einer Abhandlang Jacobi^s im 32, Bande des 
Crelle'schen Journals und in der Abhandlung des Herrn Heine 
über die verallgemeinerte hypergeometrische Reihe im 34. Bde- 
pag. 285 des Journals und in meinen Abhandlungen über diese 
und noch allgemeinere Reihen im 70. Bde. pag. 258 des Journals, 
und in den Annali di Matematica pura ed applicata Serie 11^ 
Tome IV. pag. 105 — 138. 

Art 18. Die lineare Transformatioii der l^-Ftturtioneii. 

Eine sehr bemerkenswerthe Eigenschaft der #^ Functionen ist 
die, dass zur Darstellung einer und derselben Function unendlich 
viele verschiedene Moduln gewählt werden können. Betzt man 
nämlich 

(170.) A = iJi p-^ , g = — i-^TT-, a = tx . r ? 



ay + öijc = r- , X = s— 

Ay — atJt Ay — am 



und 
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(171.) aö—ßY =1, 

80 überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung 

(172.) ^Hgix, a) = Consi e^r-«»^ .^v^'(§, A), 
worin 

(173.) Ä' = —gy + hd + yd, g" = ga—hß + aß 

ist. Vermehrt man nämlich x um XiJty so vermehrt sich g um 
— >l(i4y — am) und die rechte Seite der Gleichung (172.), von 
dem constanten Factor abgesehen, erhält die Form 

lS—Xi Ay — (x i7i)]^y 

e Ay-ai7t .d'^.^.[^—X(AY—am,A'] 

g^ 

= (_l)^[Ä(a<J— ^y)+«y(/?-H+^)].^^y— a«^.^^.^.(g, ^). 

Da nun ad — ßy gleich Eins, und ayiß+d+X) für ungerade X 

[wegen (171.)] stets gerade ist, so ist 

(_l)A(Ä(«d-/9y)+ay(/9+d+A)] _ ^_YfJi 

und es genügt die rechte Seite von (172.) der Functional- 
gleichung (1.). Vermehrt man aber x um xa, so vermehrt sich 
g um 

xiüta 
ay + 
und ^Vi,'(g, A) gewinnt den Factor {—\)ß^h'+ög'x^--x^6^A-lx6^^ 



gjrg ^ . (^ aa + ßiJt ^ ay + öijt \ ^^ SA — d ' 

i-öijt \ ay + öm ay + öm) 



Ay — aiüc 



geht über in 



gy l7c(dA — ßm)y§, 7c^y{6A —ßm y^ 

Ay \ — aiüt Ay — am Ay — aix 

1^ +^,,^+^^^^ + ,.,^^'^-^^-)' 



Ay — am Ay — am Ay — am 

und demnach gewinnt die rechte Seite von (172.) den Factor 

—2xx+x^ iy (^^=^' _ ^a) + inx (ßh^+ög^) .. „ 

^ ' ^' Ay—mn / ' "^^ ' ==( \\xg^—2xx—x^a 

so dass sie der Functionalgleichung (2.) Genüge leistet und sich 
daher von der linken Seite nur durch einen constanten Factor 
unterscheiden kann, w. z.b.w. 

Die Abhängigkeit des noch unbestimmt gelassenen constanten 
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Factors von a kann leicht angegeben werden. Wenden wir näm- 
lich die partielle Diflferentialgleichung (3.) auf die rechte Seite der 
Gleichung (172.) an, welche ihr genügen muss, so erhalten wir 

^^Const. — 7 ^ . 

2 — - — == , *. . Const. 

da ay + om 

oder 






1 / — ^ 
(174.) ^Ig Const. = — \d\^ay-\-6iJty Const. == Bhg 1/ — j^ 

worin nun Dhg von a unabhängig ist, und — x der Bequemlich- 
keit halber unter das Wurzelzeichen gesetzt ist. Für 7=1 näm- 
lich, und «=0, rf=0, in welchem Falle (wegen 171.) /9 = — 1 
sein muss und hf = g^ g^ = h ist, erhalten wir A= — jt, wenn wir 
a = — X setzen, und folglich 



x'"- 



^hgi^, ^) = Dhg»\/^\.e'^ .d-ghi Xlj X), 

Setzen wir darin x = \hx — igiXj so haben wir 

woraus folgt 

(175.) . i),, = ei%»'^, 

wenn das Wurzelzeichen von |/1 positiv genommen wird. Dem- 
nach ist 




-x"- 




(176.) ^ng(x,a) = l/-^.e « +*^^'''>,,f^, ^ 

Da a eine Grösse ist, deren reeller Theil stets negativ genommen 
werden muss, so dass der Winkel tp der Zahl a = r (cos (p + i sin (p) 
im zweiten oder dritten Quadranten liegt, so ist 

~ = 1/ y (sin i^) — / cos i^)) 

eine Grösse, deren reeller Theil stets positiv ist, weil \q) immer 
im ersten oder zweiten Quadranten liegt. Demnach ist in (176.) 
das Wurzelzeichen stets so zu wählen, dass der reelle Theil des 
Wurzelwerthes positiv ist Die Auswerthung der Grösse D für 
beliebige «, j9, 7, d, obgleich sie stets nur eine achte Wurzel der 
Einheit ist, ist dennoch so complicirt, dass sie erst im nächsten 
Artikel erfolgen wird, so dass wir als vorläufiges Resultat die 
Gleichung gefunden haben 



1S6 
(177.) 

h'= hö—gr + yö, g'^ —hß + ga + aß. 

Ist a reell, so dienT die Gleichung (176.) dazu, ^-Functionen mit 

rein imaginärem Argument in solche mit reellem zu verwandeln. 

Wendet man auf eine transformirte ^-Function noch eine 

Transformation «', ^', /', d' an, so erhält die neue Function den 

Modul 

. a'A + ß'iJt ^ . a {aa' + yß') + m (ßa' + 6ß') 

^^ fA + öHjt ~ ^^ a(aY + y&) + ijt {ßf + 66') 

und das Argument 

^ijt xtJt: 

Af+6iJt ~ a (af + y&) + in (ßf + 66') 

und man kann daher diese successiven Transformationen durch 
die eine 

(178.) «" = aa' + yß% /9" = ßa' + 6ß% 

Y' = af + /rf', rf" = ßf + 66' 
ersetzen. 

Wir zeigen nun noch, dass die Transformation einer ^-Fun- 
ction mit dem Modul a in eine solche mit dem Modul A == 

{ji . — _— benutzt werden kann, um schwach convergente 

ay + 6m ' ° 

^-Reihen in stärker convergente zu verwandeln. Diese Reihen 

convergiren nämlich um so rascher, je grösser der absolute 

Betrag des reellen Theiles des Moduls ist. Ist nun a ««= 

— pjt+p'jti, so kann vorausgesetzt werden, daas p' in den 

Grenzen liege — i=j»'~i, weil durch die Transformation 

a = 6 = \, 7 = 0, ß beliebig, wenn ß passend gewählt wird, 

q sofort in jene Grenzen eingeschlossen werden kann. Nun ist 

aber 

—pa + (p'a + ß)i 



A = iJt 



— py + lp'y + 6)i 



— _ pi^^—ßy) . . ip^+p'^)(^y + p'i(^<s+ßy) + ß<^ 
~ "" pY+ (i?'/+rf)' '"^ pY + (p'y + rf)' 

woraus sich zunächst ergiebt, dc^s eine Transformation, in wel- 
cher a6 — ßy nicht 1, sondern — / wäre, nicht möglich ist, weil 
in diesem Falle der reelle Theil von A positiv würde, und daher 
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die d^'Reihen^ nicht convergirm könnten, Ist aö — ßy = n^ so 
nennt man die Transformation eine Transformation vom »*öä 
Grade. *) 

Nun ist aber o^nbai' d«r reelle Tk^il tob A, also 

— pjt 

seinem absoluten Betrage nach dann grösser als 



der absolute Betrag des reelfen Theilies von », also von — pjtf wenn 
pY + (P^r+^y^ < 1 iß*- Für 7 = a ist [wegen (171.)] d = ± 1 
und also p^^ + (/>'7+rf)*=^ 1. Für &=ü ist r=±I und 
pY + (Py+^)^ = P^+P'^ also, day2 höchstens glefch -^ ist, 
kleiner als 1, wenn p^<-Ty ^^^^ ^^r reelle Theil von a seinem 
absoluten Betrage nach kleiner als ^]/^ ist Hieraus folgt deT 
von Jacobi herrührende Satz: 

(179.) So lange der absolute Betrag des reellen Theiles des 
Moduls a einer ^-Function unter :x\/\ liegt y lässt sich stets eine 
lineare Transformation finden, durch welche ein Modul eingeßhrl 
wird, dessen reeller Theil seinem absoluten Betrage nach den von 
a übersteigt, so dass die ^^Relhe mit dem fransformirten Modul 
rascher convergirt, als die mit dem Modul a. 

Art. 14 ßrenzwerthe der ^«Fimctiofien für rein imagiiiäre Medaln. 
Bestimmmtg der Tran«forinatioiiscfiistanteii D. 

Die Gleichung (177.) kann dazu benutzt werden ) zu erfahren, 
wie sich, für x = 0, die ^-Functionen verhalten, wenn a rein 
imaginär ist, wenigstens für rationale Multipla von ijc. Sie bilden 
ein Beispiel für eine Function einer complexen Variabein, welche 
über ein bestimmtes Gebiet hinaus nicht stetig fortgesetzt werden 
kann^ weil sie längs der ganzen Begrenzung des Stückes (in 
unendlich vielen Puncten) unstetig wird. Betrachtet man die 
^-Function als Function von a^ so ist dies Gebiet die Halbebene, in 
der der reelle Theil von a negativ ist. Betrachtet man sie als 
Function voü ^^ so ist das Gebiet das Innere des £inheltskreises 
(vergl. pag. 45). Zunächst erhalten wir aus (176.), wenn a der 
Null so genähert wird, dass der reelle Theil immer negativ ist, 

^^ .^Ä,(0,Ä) = lim^ 4« .{f,JO, - 

a - \ ö 




*) Ist «rf— /9y *= 1, 80 ist der Flächeninhalt der aus a und tVr einer- 
seits, und ausaa+/9«7r, «y+diTr andrerseits gebildeten Parallelogramme gleich» 
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welche Gleichung für Ä = 1 , ^ = 1 die Identität = liefert, 
aber sonst die Gleichungen 




Hm 1/ -^ ^(0, ä) = Um l/--.^io(0, ä) = 1, 

(180.) r ".!!•-.« «-1/-^ 




a 



4a 



lim /-^e^«>oi(0,a) = 2. 

a = V Jt 

Hierin kann statt x = iür x eine Grösse gesetzt werden, welche 
mit a verschwindet 

Wir beschränken nun unsere Untersuchungen auf den Fall 
Ä = , ^ = 0. Setzen wir dann , n als positiv vorausgesetzt, 

a==ft-j- —^ so liefert die Gleichung (176.) die folgende 







Wenn hierin h gegen strebt, so nähert sich der Modul der 
letzten ^-Function der 0, abgesehen von einem ganzen Multiplum 
von 2jr2. Da nun aber eine ^-Function als Function ihres Moduls 
nach pag. 129 die Periode ^m hat, so können wir beim Grenz- 
übergange in der letzten ^-Function den imaginären Theil des 
Moduls ganz fortlassen, so dass wir haben 



■■5 1/=^ »(». » ± t) - 



l/±^^°'l/ -»,w+,.) -''(''- 



\n^hüt^ \ \ \n^W' + ^2 




und hieraus finden wir mit Hilfe der Gleichung (180.) 




worin sich die Vorzeichen ± auf beiden Seiten entsprechen, und 

worin die Wurzel positiv zu nehmen ist 

tut 
Setzen wir a = h -^^ ^ . , so liefert die Gleich. (176.) 
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»("•'^äJTi)- 




— (2n+l)jr „/. {2n+l)^bjc^ T (2n+l)m^^ 













(2n+l)fe±i:7r 

(nach pag. 129). Hier nähert sich der Modul mit b, abgesehen 
von einem ganzen Multiplum von 2jei^ der 0, wir können daher 
beim Grenzübergange den imaginären Theil ganz fortlassen (eben- 
falls nach pag. 129), und erhalten sonach 



— 7r2 



tJt 



"°. 1/V= ■«*''"+"' -T'^i^+l 



7t^+i2n+\yb^ 



Y±(ln+l)i hm ^ _^|-(2^+i)2^,2 + ^2]-^ X 

^^\' (2n+\y^b'^ + JcyV (2w+l)2jr2 
und hieraus nach (180.) 



-TT* 



(182.) lim l/=*.e4(2n+l)^^^f0, b ± ^) = 4^i=.A 

worin sich die Vorzeichen ± auf beiden Seiten entsprechen, und 
die Wurzeln positiv zu nehmen sind. 

OD 

Ordnen wir die Reihe d'{x) = ^,^,g^^'+^'^^ so an, dass 

— OD 

wir die Glieder, welche um fi Stellen auseinanderstehen, für sich 
Summiren, so finden wir 

^ j ^aim/i)^+2imfi)x + ^(m^+l)2+2(m^+l)ar + _. 

^^ V V^ Mfihn^-^2mifira+fix)+2rx+r^a 

oder 

r=aa^ — 1 

(183.) ^(x,ä)= ^^^e^''^+''^''.d'[/i{x+ra), afi^]. 






(m) 

00 



Wenden wir nun diese Transfoniiation auf die Function 

>9- f 0, b -\ ijc] an, indem wir 2n für (i wählen, und m als 

eriative Primzahl zu n voraussetzen, so erhalten wir 



r=-0 

r = 2»— 1 / r*mtVr 

r = 



— 1 / r'mtVr 



worin wir anf jedes einzelne Olied der Summe die Gleichung 
(176.) angewendet haben. Multipliciren wir diese Gleichung mit 

und gehen mit b zur Orenze ^ tiber, so erhalten wir 




-jt 



, 2n— 1 , 27ti 



(.84.) j5,y^,(,,»+^)_^^, 

y)<m, 2n) 

2n 

nach der Gaussischen Bezeichnung dieser Summe. Ftix ^ ^=>= :ji 1 
folgt aus den Gleichungen (181.) und (182.) 

. I ^^± 1, ^ri) = (1 ±tWn, n = 0(2), 

^^^^^'^ U(±l, 2n) = 0, 7^= 1(2), 

worin das Wurzelzeichen positiv zu nehmen isi 

Mit Hilfe des bekannten Satzes*) 9)(Ä»i,n). 9)(Äw,m) = g)(hymn) 
folgt hieraus für uogerade n leicht die Gleichung 

+ 

Ist m gerade und n ungerade, so kann man (183.) wieder an- 
wenden, indem man n für [i setzt, wodurch man die Gleichung 
erhält 



(185b.) 9)(1, n) = -ii~- . \/n = |i(»~-i)^ i/n. 



^(o, 



71 / ~ ^^r> 



"" 



n— 1 y _ - mtn 






*) DiTicQi'Iet's VarleBungen ttber Zahlentheorie heransgegeben von 
Dedekind, erste Aufl. pag. 325. 



1«1 



und hieraus 









Betrachtet man nun die Gausßischen Summen if{pj q\ worin 
p und q relative Primzahlen sind, als bekannte Grössen, was um 
so mehr gestattet ist, als ihre Auswerthung nur niedere zahlen- 
theoretische Mittel erfordert, nachdem die Gleichungen (185*.) 
(185^.) gefunden sind, so ist das Verhalten der Function ^(0,a) für 
Bolclie a, welche gegen ein rationales Multiplum von tot streben, 
durch die Gleichungen (184.) und (186.) bestimmt. Wir be- 
merken nur fürs Folgende, dass ^ip^q) nur dann verschwindet, 
wenn gleichzeitig p=\ mod.{2), ^ = 2 mod.(4) ist. 

Mit Hilfe der gewonnenen Resultate ist es leicht die Con- 
stante Dhgy die im vorigen Artikel noch unbestimmt gelassen war, 
auszuwerthen. Dabei beschränken wir uns auf den Fall Ä = 0, 
^ =^ 0, (in welchem wir die Indices an I) fortlassen,) weil der 
allgemeine aus diesem durch blosse Abänderung des Argumentes 
und Multiplication mit einer Exponentiellen erhalten wird, und 
nehmen noch die Fälle y = oder a = vorauf. 

Für 7 = ist A=^ a -\- XiJt und wir haben nach dem 
pag. 129 Bemerkten 

(187.) ^ngixy a) = eJ(2Ä-3Ä*)At;r^^ ,4.a-Ä;A(^, a + Xijt). 

Hieraus erhalten wir den Fall « == 0, wenn wir auf die rechte 
Seite die Gleichung (176.) anwenden. Es ergiebt sich 

(188.) d'Hg(x,a) = 

Im allgemeinen Falle sei ä = ^ == 0, also Ä' = yd, ^' = 
aß^ und 7 und a seien von verschieden. Setzen wir dann 

und setzen 7 als poeitiv voraus, was immer geschehen kann, weil 
sich die Transformation nicht ändert, wenn man allen vier Zahlen 
tr, j9, 7, d das entgegengesetzte Zeichen giebt, so folgt aus der 
Transformationsgleichung (177.) 
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(189.) ^(., «) = Z>|/^..^^. V, «,(,-^, a), 

worin der reelle Theil der Wurzel positiv genommen werden 
soll, und hieraus für o; = 

(190.) ^(o, ö-i.f) = />l/^ . V, «/»(o. ,y. + "7 

Ist nun 

7 gerade, (J ungerade, 
(wegen (171.) sind 7 und ö relative Primzahlen,) so folgt aus 

(184.), wenn wir die Gleichung (190.) mit 1/ multipliciren 

und mit b zur Grenze übergehen 

(191.) D = it^^y^. W- . <p{—ö, 27) . 

Ist 

/•ungerade, 6 gerade, 

so folgt aus (186.) 

-g)h-id, y) = D 1/ - . e-i^ßy^ , 

(192.) D = i«ßy^ • [/y . «P (- H 7), 

worin überall die Wurzeln positiv zu nehmen sind. 

Sind aber 7 und 6 beide ungerade, so kann man auf die 
Gleichung (177.) die Transformation (176.) anwenden, wodurch 
ihre rechte Seite die Form erhält 




—x^y 1 / xin \2 ^. 



a7 + oiJ€ V A 

I xm in üi^ 
""''Xay + Öin^' Ä 
und für a: = die Form 

B üt^ y üi^ 

setzt man a = b — —iJt, -r == — ijr— + --r und setzt man 

a A a ba? 

a als positiv voraus, so folgt 
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(193.) |/A.^(o, J-,-4) = 



geht man darin mit b zur Grenze über, so folgt, wenn 

a gerade, ß ungerade ist, 
aus (184.) 

^^i-ß, 2a) = ^ , 

^194.) n - ^2.i/a.(l+») 

aber wenn 



aus (186.) 



a ungerade, ß gerade ist, 

-9>(-iß,a)= ^^ , 

(195.) ^„ ä"^^'^Y2^(-ift«) , 

^ ^ (l+2)l/« 

womit nun i> in allen Fällen bestimmt ist. 

Vermehren wir nnn in der Gleichung (189.) x um iha-^-igiJt 

und multipliciren mit ^^-ri^9*^^ go geht sie über in 



(196.) ^,,(x,a) = D.^'^y ^^^^,^ .e^y-^^^n'A^.A), 

woraus sich ergiebt, wenn man diese Gleichung mit der Gleichung 
(177.) vergleicht: 

(197.) Dng == D.^"". 

Art. 15. Lineare Transformation der elliptischen Functionen. 

Die Formeln, welche wir durch die lineare Transformation 
der ^-Functionen erhalten haben, setzen uns in den Stand, ein 
und dieselbe Function 2(w) oder, genauer bezeichnet, X{Ujk) auf 
unendlich viele Arten als Quotienten zweier i9^- Functionen dar- 
zustellen. Da nämlich • 

Thomae, Theorie d. eompl. Funet. 2. Äufi. 13 
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ißt, oder wenn wir ik'a + Kß =^ lÄ', iK^y + Ä^rf = Ä und 

^ = A setzen (woraus K = Sa — iÄ'7? iK^ = i^S — Rß 

folgt), gleich 

^ / — ijtu — jrÄA ^ . .. 

ist, so folgt aus (177) 



lüT 



niu^y 



Hieraus ergiebt sich für 2(w, k) der Ausdruck 
(198.) ,(e,,;t)=-^li?i4..^%^ = 

-IßyiTt ^ ^S-y+yS,a--ß+aß(u,^ ^ ^ yö, aß^% ^ ^ 
^yS—y, a+aß(^j ^) ^S+yö, aß—ßi% ^) 

Dies sind unendlich viel* verschiedene Formen für die Function Z, 

welche der Diflferentialgleichung du = . ^ , genügt. 

Da nun aber, -^ v/a ^ ^ = ^1 gesetzt, die Function A(u) = 

&^(v, A) 

^ ^ ' nach Art 4 pag. 1 39 der Differentialgleichung 



dA 

du = 



A'iO)\/(\—A^)ii—k^^A^) 

Genüge leistet, so ist A{u) = ^(pw, ki), wenn q = ^'(0) gesetzt 
wird, und es ergiebt sich mittels der Gleichung (177.) ein ein- 
facher Zusammenhang zwischen X{qu, ki) und X(Uy k). 
Ist nun 

aß = y6~aß—ß = (S, y6 + ö=\ mod 2, 

so müssen a und ö ungerade, ß und 7 gerade sein, und man 
findet aus (198.), wenn man die Indices auf 0, 1 reducirt, was 
mittels der Formel (6a-) geschieht, 

== (_l)i(«-l)2(^^^^ A:i). 

Ist « von der Form 4/i+l, so ist nach (171.) pag. 184 6 ebenfalls 
von der Form 4w+l? und es unterscheidet sich X{QUy ky) von 
i(w, k) nur dadurch, dass Ä, Ä' an die Stelle von Ky K' getreten 
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sind. Nun ist i^%*i) = Ä*) = i, folglich auch 

du (u=-0) Su r«---o; ' ^ 

Q == 1, Für u = Ä + 2Ä' aber findet man 

ki= \: X[K+iA'' +2(6—1 +ß)K+ik''ia+y—\)] = {—l)^^k. 

Da aber in der Definition von X{u) als Umkehrung eines ellipti- 
schen Integrales nur Z:'^ vorkommt, also X{Uj k) = k{Uj — k) ist, 
so gelangt man zu dem Satze: 

l/(l— 2) (1^^222) 

miiieis aer ijiexcnuny 

umkehren und sind K, IK* durch die auf kürzestem Wege unter 
Annahme des Hauptwerthes der Wurzel genommenen Integrale 

dX 



K 



r äx ,Ä'.=/^-= 



X^){\—k'^X^) 

bestimmt y so kann man ßr Ä, /Ä' dXe Grössen 

g = ÄV + iÄ^'rf, ^Ä' = Ka + iK'ß 
wählen, wenn 

ad — ßy==\, « = 4n+l, () = 4w'+l, j9 = 2w, / = 2w' 

Ist a von der Form 4w+3 und sind j9, / gerade und mithin 
auch 6 von der Form 4n + 3, so ist der Differentialquotient von 
Mqu, kl) gleich —1, und folgUch p = — 1, für w = Ä+ iÄ' 
findet sich /ti = ± Ar und folglich 

2(w, /r) = — X( — u, ±/r). 

Ist ferner yö — 7 = 0, « + ^«=1, 7=1, mod 2, so ist ß 
gerade. Dann liefert die Gleichung (198.) die Gleichung 

(20.., «^*,_,-.,««+^.).|i||.||^) 

= (-^\)Uc^+ß''i\ki.X(Qu,k^). 

Da für w = — ^\ ^ ^ • = ^— ^ ist, und sich für 

du Afi 

u = R, ki = ±-j- ersieht, so erhält man 
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k.ji(Uy k) = ±^[±ukj 

worin sich die Vorzeichen entsprechen. 

Ist 
so ist 
(202.) 

Ist 

so ist 



1 



«^ = 7<J=0, i9=l, tf=0, mod2, 

t2(tt, k) = ± ^(± ui, /:') : jm(«/, k% 
aß=0, r6=\, /J=l, rf=l, mod2, 



(203.) ik'Xiu^k) = ±2^±mA:', j)j : a^fmÄ^, pV 
«j9=l, /rf^O, a = l, d = 0, mod2, 



Ist 

so ist 

(204.) 

Ist 
so ist 

(205.) 



ikX(u, k) = ± 2 ( ± iukj "tt ) • i" ( ^^^j "tt ) • 
«13=1, 7rf = 0, i?=*l, <J=1, mod2, 



Die vier letzten Transformationen (202.), (203.), (204.), (205;), 
von welchen uns zwei (202.), (203) für reelle k in den Stand 
setzen, eine elliptische Function mit rein imaginärem Argument 
durch elliptische Functionen mit reellem Argument und reellem 
Modul auszudrücken, gehören nicht zu den linearen, wenn 
die Jacobi'sche canonische Form für ein elliptisches Integral 
erster Gattung zu Grunde gelegt wird, wohl aber, wenn dafür 



die Form 



genommen wird. 



\/x{\^x)ii—kn) 

Um zu allen linearen Transformationen der elliptischen 
Functionen zu gelangen, wenn die Jacobi'sche canonische Form 
zu Grunde gelegt wird, kann man durch die Substitution 

a + bZi 



X = — 



den Ausdruck 



c + dXi 



dl 



m 



dX{ 



l/(l —2)2 (l — Ä2;t2) Q |/(1 — 2i2) (1— ä:i22i2) 

transformiren, und untersuchen, wie hierzu die Constanten a, by 
c, d bestimmt werden müssen. Man gelangt so zu den Trans- 
formationsgleichungen : 



(206.) i(„, t) - ± «±„, t) - ,,f^*+,^,)^q ■ 
(207.) i(«,J:)- ±li(±>Ji,-, 



±1_ 



±*(a + iW'): 



„„oJ ' l/i 2((i», «:,)■(' -!'*) + ('- 

|i(» + ir+M,*)- ^^ J(p„,4,)(l_i/i)_(l 

worin (> — *i(l+l/i)', t, — ("'""ÖA' 



(209.) 



U+,,.,.-« = _Ly«M(l 



lYi J(>u, *,)(l_.Vi) + (1+1 

,,„_.,4.- 4, _L % «,t,)(l-il/t) + ( l 

■"" *'*.*'- ,Vt *(«*,)(! -.Vi) -(1 



: ii(l+.Vi)', 



Vi + .-i/*; 

Ans den beiden letzten Formeln werden n<wU vi 
Transformationen erhalten, wenn mau \/lc das negat 
cheu giebt 

Hiermit haben vir zngleich die Beziehung gefunden, 
zwischen den veracbiedenen Moduln stattfindet, welche 



hält, wenn man die FunctioD \/AiL* + BX^+ Cl^+ DX + . 
eine lineare Bubstitntion anf die eanonische Form brin| 
pngg. 110,111). Ist nämlit^h einer unter ihnen k, bo ^e 
Ganzen sechs verschiedene, nämlich 

wobei natürtich jedem noch das negative Vorzeichen 
werden kann, was aber fUr die elliptischen FuuctionE 
Bedeutung hat. 



Druckfehler: 

Seite 11 Zeile 2 v.u. lies: (o{y-{-h)=^af(y)-^h(o'(y)-^h\(o'{y+^h)—(o'(y)]. 
„ 48 „ 9 V. u. „ 6 statt S. 

. 145 . 4V.U. „ _ ^fL±2^ statt ^-^^ 



